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فتار پیش
نشانه ها از جبر در م پردازد. کمیت و ساختار مطالعۀ به که است ریاضیات علم از شاخه ای جبر

م شود. استفاده جبری مفاهیم بین ارتباط دادن نشان برای معادلات و
نخستین به آن ها مطالعۀ که است شت جای گروه های جبر، مهم شاخه های زیر از ی
بود. شت جای گروه گروه، از منظور مدت ها واقع، در برم گردد. نوزدهم سده سال های
گروه عمل طریق از را مهم نقش شت جای گروه های ول نیست چنین امروزه تلق گرچه

م کنند. ایفا گروه ها نوین نظریۀ در مجموعه ها) (بر
مبحث این م کند. بحث گراف دربارۀ که است ریاضیات از ری دی شاخه ای گراف نظریۀ

تنگاتنگ و م متسح پیوند ماتریس ها نظریۀ و جبر با که است توپولوژی از شاخه ای واقع در
ریاضیدان اویلر لئونارد از مقاله ای انتشار آن و دارد مشخص آغاز نقطۀ گراف نظریه  دارد.
در اخیر پیشرفت های بوده است. ١٧٣۶ سال در کوینگبرگ پل های مسئلۀ حل برای ، سوئیس
با نهایت در و شده گراف نظریۀ چشم گیر گسترش موجب آن کاربردهای در ویژه به ریاضیات
که گونه ای به شده است، بنیان گذاری گراف جبری نظریۀ نام به شاخه ای جبر، علم کارگیری به
تحقیق کدگذاری، نظریۀ مانند گوناگون زمینه های در تحقیق برای مناسبی بسیار ابزار اکنون هم

گردیده است. زمینه ها سایر و بلور شناس ، شیم عملیات، در
بوده، محقیقان از بسیاری توجه مورد اخیراً که گراف جبری نظریۀ در مهم مباحث از ی
گراف نظریه و شت جای گروه های نظریۀ بین رابطۀ بیانگر که است گراف تقارن خواص بررس
جمله از مختلف علوم در زیادی بسیار کاربرد دارای گراف جبری نظریۀ از مبحث این است.
زبان به کتاب وجود عدم همراه به دلایل همین دارد. ه ها شب امنیت بررس و کامپیوتر علوم
در کند. حاضر کتاب نوشتن به تشویق و ترغیب را نویسنده که بود کاف زمینه این در فارس
در که شت جای گروه های از تعاریف و نتایج تا شده است آن بر سع کتاب اول فصل پنج
جبری نظریۀ به مربوط آخر فصل شش شوند. بیان م گیرند، قرار استفاده مورد بعدی فصل های

است. گراف توپولوژی و
بیش علت به واژه ها از برخ یقین به نمود، راه این در نویسنده که تلاش تمام وجود با

عذر خواه گرام خوانندگان تمام از بابت این از که نشده اند ادا خوب بودن، تخصص حد از
تا دهند اطلاع را آن ها صحیح برگردان و نهاده منت نویسنده به که م نماید درخواست و نموده

دهد. قرار استفاده مورد را آن ها کتاب، چاپ تجدید و خوانندگان علاقۀ صورت در
خصوص به بود، نخواهد اشتباه و خطا از عاری اثری هیچ که است این است مسلم چه آن
این رو، این از است. بوده همراه اینجانب کاری سنگین مشغلۀ با کتاب گرد آوری کار که این
استادان که بود خواهد امتنان موجب شوند. تصحیح باید که دارد اشتباهات حتماً نیز مجموعه



ترونی ال پست های طریق از را خود سازندۀ پیشنهادات و نظرات عزیز دانشجویان و بزرگوار
ن مم طریق هر از یا و m.ghasemi@urmia.ac.ir و math.ghasemi@gmail.com

ذارند. ب میان در اینجانب با
یاری ام صبورانه کتاب، تدوین طولان نسبتاً زمان مدت طول در که عزیزم پسر و همسر از

زارم. سپاس صمیمانه و ویژه صورت به دادند،
که سلیمان فرناز دکتر خانم سرکار از را خود امتنان مراتب م داند لازم مؤلف چنین هم

دارد. ابراز داده اند، انجام فراوان حوصلۀ با را کتاب حروف چین
اینجانب برای ر دی تحقیقات و علم کارهای بر سر آغازی مجموعه این امیدوارم پایان در
گراف توپولوژی و جبری نظریه حوزۀ در علاقمندان و گرام دانشجویان برای مناسبی مرجع و

باشد.
ارومیه اه دانش ریاض گروه علم هیات عضو ، قاسم محسن دکتر
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١ فصل

توپولوژی و گراف ها گروه ها، نظریۀ بر مقدمه ای

گروه ها نظریه مقدمات قضایای و تعاریف ١. ١

را توپولوژی نظریۀ و گراف ها ، متناه گروه های از نتایج و تعاریف نمادها، برخ فصل این در
هستند اثبات بدون شده بیان نتایج م کنیم. بیان و مرور هستند، نیاز مورد بعدی فصل های در که
گراف گروه ها، نظریه مورد در مربوطه کتاب های به م توانند آن ها اثبات دیدن برای علاقمندان و
نظریۀ بنیادی نتایج و مفاهیم با خواننده که است این  بر فرض هم چنین کنند. مراجعه توپولوژی و

دارد. آشنایی توپولوژی و گراف ها گروه ها،
متناه G اگر داد. خواهیم نشان ١ با را G خنث عضو باشد. گروه ی G کنیم فرض

با G گروه از عضوی x اگر هم چنین م دهیم. نمایش |G| با را G اعضای تعداد آن گاه باشد
G و اول عدد ی p کنیم فرض م دهیم. نشان  o(x) با را x مرتبه آن گاه باشد متناه مرتبه
آن گاه باشد p اول عدد از مثبت توان G نابدیه عضو هر مرتبۀ این صورت در باشد. گروه ی
هر مرتبه به طوری که باشد متناه آبل p‐گروه ی G کنیم فرض م نامیم. p‐گروه ی را G

م نامیم. مقدمات آبل p‐گروه ی را G این صورت در باشد. p با برابر آن نابدیه عضو

G این صورت در .p | |G| و باشد متناه گروه ی G کنیم فرض .( کوش (لم .١. ١ لم

١



توپولوژی٢ و گراف ها گروه ها، نظریۀ بر مقدمه ای ١

دارد. p مرتبه از عضوی

محضGباشد زیر گروه U اگر هم چنین .U ≤ G م نویسیم آن گاه Gباشد زیر گروه U اگر
.NG(U) = U هر گاه گوییم ر خودنرمال Gرا از U زیر گروه م کنیم. استفاده U < G نماد از
برای U ◁ G نماد از و م کنیم استفاده G در U اندیس دادن نشان برای |G : U | نماد از
و گوییم G مشخصه زیر گروه را U م کنیم. استفاده م باشد، G نرمال زیر گروه U این که بیان
زیر  گروه های تمام اشتراک .UΦ = U ،Φ Gمانند خودریخت هر برای UchGهرگاه م نویسیم
از بخش ی را S م دهیم. نشان Φ(G) علامت با و گفته G فراتین زیر گروه را G ماکسیمال
K◁H طوری که به باشند داشته وجود K و H مانند G از زیر گروه هایی هر گاه گوییم G گروه

p‐گروه ی G
N

به طوری که را N مانند G تای ی و نرمال زیر گروه ترین کوچ .HK ∼= S و
م دهیم. نمایش Op(G) نماد با را است

،G از g عضو هر برای به طوری که است m مثبت صحیح عدد کوچ ترین G گروه نمای
م دهیم. نشان gh نماد با را hتحت g مزدوج آن گاه Gباشند گروه عضو دو h و g اگر .gm = ١
.[g, h] = g−١h−١gh این جا در م دهیم. نمایش [g, h] نماد با را h و g جا به جاگر هم چنین

این صورت در باشند. G زیر گروه دو V و U کنیم فرض

|UV | = |U ||V |
|U ∩ V |

و |G : U ∩ V | ≤ |G : U ||G : V |.

به علاوه ، .|G : U ∩ V | = |G : U ||G : V | آن گاه (|G : U |, |G : V |) = ١ اگر
[G,G] زیر گروه ،U = V = G که حالت در .[U, V ] = 〈[u, v] | u ∈ U, v ∈ V 〉
تعریف استقرایی صورت به هم چنین م دهند. نشان G′ با آن را و گویند G مشتق زیر گروه را

.i ≥ ١ طوری که به G(i) = [G(i−١), G(i−١)] م کنیم
که را {Gi}ri=١ مانند G زیر گروه های از صعودی دنبالۀ هر باشد. گروه ی G کنیم فرض

م دهند: نشان زیر صورت به آن را و گویند سری ی Gr = G و G٠ = ١ آن در

(⋆) G٠ = {١} ≤ G١ ≤ G٢ ≤ ... ≤ Gr = G

به هر گاه گوییم زیر نرمال آن را و باشد نرمال G در آن جملۀ هر هر گاه گوییم نرمال را (⋆) سری
ی هرگاه گوییم G ترکیبی سری ی را (⋆) سری .Gi−١ ◁Gi ،١ ≤ i ≤ r که i هر ازای

( (غیر بدیه ساده گروه ی Gi
Gi−١

،١ ≤ i ≤ r که طبیع i هر ازای به و باشد زیر نرمال سری
زیر گروه م نامند. ترکیبی عامل ی را Gi

Gi−١
خارج قسمت گروه هر فوق ترکیبی سری در باشد.

باشد. G زیر نرمال سری ی از جمله ای H هر گاه گوییم G زیر نرمال زیر گروه ی را G از H
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فرض باشد. آبل عامل های با زیر نرمال سری ی دارای که صورت در گوییم حل پذیر Gرا گروه
،١ ≤ i ≤ r که i هر ازای به به طوری که باشد داشته (⋆) مانند نرمال سری ی G گروه کنیم
طول آن گاه باشد پوچ توان G اگر م گوییم. پوچ توان را G این صورت در .[G,Gi] ≤ Gi−١

ردۀ م کند، صدق (٠ ≤ i ≤ r) [G,Gi] ≤ Gi−١ شرط در که را (⋆) مانند سری کوتاه ترین
است. پوچ توان گروه ی متناه p‐گروه هر و آبل گروه هر م نامند. G پوچ توان

زیر گزاره های این صورت در باشد. نابدیه متناه گروه ی G کنیم فرض .١. ٢ قضیه
معادل اند:

است؛ پوچ توان G (i)

است؛ نرمال G ماکسیمال زیر گروه هر (ii)

است؛ نرمال G سیلوی زیر گروه هر (iii)

م شوند؛ جابه جا هستند، اول هم به نسبت آن ها مرتبۀ که G عضو دو هر (iv)

است؛ خودش سیلوی زیر گروه های مستقیم حاصل ضرب G (v)

.G
′ ≤ Φ(G) (vi)

پوچ توان و نرمال زیر گروه ی خود که را G پوچ توان و نرمال زیر گروه های همۀ حاصل ضرب
کنیم فرض م دهیم. نمایش آن را Fit(G) یا F (G) نماد با و گفته G فیتینگ زیر گروه است،

سری این صورت در .i ≥ ٠ به طوری که Fi+١(G)

Fi(G)
= F (

G

Fi(G)
)

F٠(G) = {١} ≤ F١(G) ≤ F٢(G) ≤ ...

صحیح عدد هر گاه است پذیر حل گروه ی G گروه گوییم. G گروه فیتینگ سری ی را
.Fn(G) = G به طوری که داشته وجود ای n نامنف

N 6= ١ اگر این صورت در .N ◁ G و باشد پوچ توان گروه ی G کنیم فرض .١. ٣ قضیه
.N ∩ Z(G) 6= ١ آن گاه

در باشند. G از مینیمال نرمال زیر گروه N و حل پذیر گروه ی G کنیم فرض .۴ .١ قضیه
است. مقدمات آبل گروه ی N این صورت
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طبیع عدد دو n و m آن در که |G| = mn و باشد متناه گروه ی G کنیم فرض
H زیر گروه ر دی عبارت به م نامند. هال زیر گروه ی را m مرتبۀ از G زیر گروه هر متباین اند.
اول هم به نسبت |G : H| و |H| طبیع اعداد که صورت در گویند، هال زیر گروه را G از

باشند.
م توان است، مرسوم شور‐زاسنهاوس قضیۀ به که قضیه ای از استفاده با اوقات، گاه

کرد. رده بندی را تر کوچ مرتبۀ از متناه گروه های از برخ

آن از نرمال زیر گروه K و متناه گروه G کنیم فرض (شور‐زاسنهاوس). .۵ .١ قضیه
مانند |G : K| مرتبه از زیر گروه G این صورت در .(|G : K|, |K|) = ١ به طوری که باشد

.K ∩H = ١ ،G = KH به طوری که دارد، H

است، H جزء که را G نرمال زیر گروه بزرگترین این صورت در .H ≤ G کنیم فرض
از است عبارت G در H مرکز ساز م دهیم. نمایش آن را CoreG(H) نماد با و گفته H مغز
نمایش CG(H) نماد با آن را و م شود جابه جا H اعضای تمام با به طوری که G عضوهای همۀ
تمام از است عبارت م دهیم نمایش NG(H) نماد با آن را که G در H نرمالساز و م دهیم
.CG(H) ◁ که م شود دیده وضوح به .g−١Hg = H به طوری که g مانند G عضوهای
در گوییم H با K توسیع ی را G گروه باشند. گروه دو K و H کنیم فرض NG(H)

حالت در . G
N

∼= H Nو ∼= K به طوری که باشد Nداشته مانند نرمال Gزیر گروه صورت که
،G = HK اگر هم چنین گوییم. H با K مرکزی توسیع ی را G آن گاه N ≤ Z(G) که

گوییم. H با K از افنده ش توسیع ی را G آن گاه H ∩K = ١ و K ◁G

با که را G خود ریخت های همۀ مجموعۀ این صورت در باشد. گروه ی G کنیم فرض
فرض اکنون م دهیم. نشان Aut(G) نماد با م دهند، گروه ی یل تش توابع ترکیب عمل
G خودریخت ی x 7−→ xg ضابطه با σg : G −→ G تابع این صورت در .g ∈ G کنیم
این م دهند. نشان Inn(G) با ،g ∈ G آن در که را ها σg همۀ از ل متش زیر گروه است.

خود ریخت هر هم چنین . G

Z(G)
∼= Inn(G) داریم و است Aut(G) نرمال زیر گروه زیر گروه،

Out(G) با را G گروه خارج خود ریخت های گروه گوییم. خارج نباشد، داخل که را G
م دهیم. نشان

با NG(H)

CG(H)
این صورت در باشد. آن از زیر گروه H و گروه ی G کنیم فرض .۶ .١ قضیه

است. ریخت ی Aut(H) از زیر گروه
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اگر است آبل Aut(G) این صورت در باشد. متناه آبل گروه ی G کنیم فرض .١. ٧ قضیه
باشد. دوری G اگر تنها و

در باشد. ترکیبی سری ی دارای G گروه کنیم فرض .( ژوردان‐هولدر ) .١. ٨ قضیه
ریخت اند. ی G ترکیبی سری دو هر این صورت

در است. p مرتبه از زیر گروه ی دقیقا دارای که باشد p‐گروه ی G کنیم فرض .١. ٩ قضیه
یافته تعمیم کواترنیون گروه یا دوری گروه ی یا G این صورت

〈x, y | x٢
n−١

= ١, x٢
n−٢

= y٢, y−١xy = x−١〉

است.

گراف مقدمات ١. ٢

م پردازیم. هستند نیاز مورد آینده های فصل در که گراف نظریه در مفاهیم از برخ بیان به اکنون
و A(Γ) ،E(Γ) ،V (Γ) نمادهای از این صورت در باشد. گراف ی Γ کنیم فرض
گروه و کمان ها مجموعه یال ها، مجموعه رأس ها، مجموعه دادن نشان برای ترتیب به Aut(Γ)
عضوهای تعداد همان گراف مرتبه از منظور هم چنین م کنیم. استفاده Γ گراف خود ریخت
رأس دو v و u هر گاه م باشد. متناه مرتبه از که است گراف متناه گراف و م باشد گراف
م باشند مجاور v و u دهیم نشان آن که برای u ∼ v یا {u, v} نماد از باشند Γ گراف از دلخواه
باشند. مشترک رأس ی در هرگاه گوییم مجاور را Γ گراف از f و e یال دو م کنیم. استفاده
نمایش d(v) یا dΓ(v) نماد با آن را که v مانند رأس ی ( (ظرفیت درجه از منظور که شود توجه
نشان برای Γ(v) یا N(v) ،NΓ(v) نماد از و است v با مجاور یال های تعداد همان م دهیم
k‐منتظم را Γ گراف هم چنین م کنیم. استفاده v مجاور) (رئوس های همسایه مجموعه دادن
آن را باشد، ٣‐منتظم گراف که حالت در شود توجه باشد. k آن رأس هر درجۀ هر گاه گوییم

م نامیم. عبی م
vr به v٠ از مسیر ی این صورت در باشند. Γ گراف از رأس دو vr و v٠ کنیم فرض
شده ظاهر رأس ها تمام به طوری که است، v٠e١v١e٢v٢...ervr مانند رأس ها و یال ها از دنباله ای
باشد دور ی شامل که را گراف و گوییم دور ی را بسته مسیر هر هم چنین باشند. متمایز
مسیر ی Γ از دلخواه رأس دو هر بین اگر گوییم. همیلتون گراف م گذرد، رئوس تمام از که
گراف از دور بدون و همبند زیر گراف هر گوییم. همبند گراف ی را Γ آن گاه باشد داشته وجود
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بدون و همبند زیر گراف ی ،Γ گراف از فراگیر درخت ی از منظور و گوییم درخت ی را Γ
باشد. سان ی Γ گراف رأس های تعداد با آن را س های تعداد به طوری که است Γ گراف از دور
باشد Γ گراف در که یال هر این صورت در باشد. Γ گراف از فراگیر درخت ی T کنیم فرض

گوییم. وتر ی را نباشد T در ول
هر Γ ساده گراف در اگر گوییم. بدیه گراف باشد، رأس ی شامل فقط که را گراف
که حالت در گوییم. کامل را Γ آن گاه باشند مجاور ر دی ی با Γ متمایز رأس های از زوج
هر گاه گوییم دو بخش را Γ گراف هم چنین م دهیم. نشان Kn نماد با آن را |V (Γ)| = n

گراف یال هر که طوری کرد افراز Y و X ناته مجموعۀ دو به بتوان آن را رأس های مجموعۀ
باشد. داشته Y در رأس ی و X در رأس ی Γ

م دهیم. نمایش Kn,m نماد با را n و m اندازه های از بخش دو با کامل دو بخش گراف
نشان Pn هم چنین گوییم. n‐دور ی آن به و م دهیم نمایش Cn با را n طول به دور ی
Bn نماد با را طوقه n با رأس ی گراف ی نهایت در است. رأس n روی مسیر ی دهندۀ

ی ترتیب به آن ها به و م دهیم نشان Dn نماد با را آن ها بین یال n با رأس دو گراف ی و
گوییم. n‐قطبی و طوقه n از دسته

مسیر کوتاه ترین طول این صورت در باشند. Γ گراف از دلخواه رأس دو v و u کنیم فرض
م دهیم. نشان d(u, v) یا ∂(u, v) نماد با را v و u مابین

آن را diam(Γ) با و م کنیم تعریف max{∂(u, v) | u, v ∈ V (Γ)} با را Γ گراف قطر
به طوری که باشد Γ گراف رأس های از مجموعه زیر مجموعه ی V ′ کنیم فرض م دهیم. نمایش
مشابه به طور گوییم. رأس k برش را V ′ این صورت در باشد. ناهمبند G− V

′ و |V ′ | = k

k‐رأس برش ی به طوری که k مقدار مینیمم است. تعریف قابل نیز یال برش مجموعه ی
κ(Γ) با را مقدار این و گوییم G همبندی ساده به طور یا رأس همبندی را باشد داشته وجود
نمایش λ یا و λ(Γ) با را یال همبندی مشابه طور به م دهیم. نمایش κ با ساده طور به یا و

م دهیم.
(m,n)‐قفس ی باشد رأس تعداد کمترین دارای که را n کمر با m‐منتظم گراف ی

م نامند. هیوود گراف را ,٣)‐قفس ۶) آن گاه n = ۶ و m = ٣ که حالت در گوییم.
دو Y و X کنیم فرض م پردازیم. گراف ها در مهم خیل ضرب دو معرف به اکنون
رئوس با گراف م دهیم، نشان X × Y نماد با که را Y و X دکارت ضرب باشند. گراف
u ∼ v ،v = (x٢, y٢) و u = (x١, y١) رأس دو هر برای به طوری که است V (X)×V (Y )

هر گاه:

x١ = x٢ ، y١ ∼ y٢ یا x١ ∼ x٢ و y١ = y٢.
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رئوس با گراف م دهیم، نشان X[Y ] نماد با که را Y و X گراف دو قاموس ضرب هم چنین
هر گاه u ∼ v ،v = (x٢, y٢) و u = (x١, y١) رأس دو برای و است V (X)× V (Y )

y١ ∼ y٢ و x١ = x٢ یا x١ ∼ x٢

هم چنین .C۴ = K٢ ×K٢ وضوح به این صورت در .Y = K٢ کنیم فرض (i) .١. ١٠ مثال
رأس هشت عب م گراف Q٣ آن در که Q٣ = K٢ × C٢ آن گاه Y = C۴ و X = K٢ اگر

است.

.C۴[٢K١] ∼= K۴,۴ وضوح به این صورت در .Y = ٢K١ و X = C۴ کنیم فرض (ii)

گراف Y یا X که کند ایجاب Γ = X × Y اگر گوییم، اول گراف ی را Γ نابدیه گراف
به تجزیه شان در هر گاه گوییم اول هم به نسبت را Γ٢ و Γ١ گراف دو هم چنین باشند. بدیه

باشند. نداشته سان ی زیر گراف ر، دی زیر گراف های

هر گاه گوییم مستقل را Γ طوقه بدون گراف از E یال های مجموعه از M زیر مجموعه ی
است. یال ها از مستقل مجموعه ی Γ در جور سازی ی نباشند. مجاور Γ در M یال دو هیچ
شده اشباع را Γ رأس های از S زیر مجموعه این صورت در باشد. جور سازی M کنیم فرض
تام جور سازی را M باشد. مجاور M در یال ی حداقل با S رأس هر هر گاه گوییم M توسط

باشد. شده اشباع M توسط Γ رأس هر هر گاه گوییم (کامل)

Γ از عامل ی Γ از k‐عامل ی است. Γ از فراگیر زیر گراف ی Γ گراف از عامل ی
Γ رأس های همۀ که است جور سازی ی Γ از ١‐عامل ی بنابراین باشد. k‐منتظم که است

است. کامل جور سازی همان ١‐عامل ی و کند اشباع را

زین جای و v و u مانند مجاور رأس دو حذف از است عبارت ،X گراف از مقدمات انقباض
باشد. مجاور بودند، مجاور v یا u با که رئوس با w رأس به طوری که w جدید رأس با آن کردن
انقباض های تعدادی توسط Y هر گاه است Y گراف به انقباض قابل X گراف گوییم هم چنین

آید. بدست X از مقدمات

به آن خلاف آن که ر م است ساده گراف گراف، از منظور کتاب این سراسر در .١. ١١ تبصره
از بیش آن رأس دو حداقل بین و است طوقه شامل که را گراف هم چنین شود. بیان صراحت

گوییم. چند گانه گراف دارد، وجود یال ی
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توپولوژی مقدمات ١. ٣

هستند، نیاز مورد آینده فصل های در که توپولوژی نظریۀ در مفاهیم از برخ بیان به نهایت در
م پردازیم.

زیر شرایط در که است X زیر مجموعه های از τ مانند گردایه ای X مجموعه در توپولوژی
م کند:  صدق

متعلق اند؛ τ به X و ∅ (١)

است؛ متعلق τ به τ زیر گردایه هر اعضای اجتماع (٢)

است. متعلق τ به τ متناه زیر گردایه هر اعضای اشتراک (٣)

م نامیم. توپولوژی فضای است، شده مشخص τ مانند توپولوژی آن برای که را X مجموعه
یل تش که (X, τ) زوج از عبارت است توپولوژی فضای وییم ب که آن است درست تر البته
τ ذکر از باشد، نداشته وجود ابهام  هر جا ول ،X در τ توپولوژی و X مجموعۀ از شده
X باز مجموعۀ ی را X از U زیر مجموعه باشد، توپولوژی فضای X اگر م کنیم. خودداری
است عبارت توپولوژی فضای که گفت م توان واقع در باشد. τ به متعلق U هر گاه خوانیم
باز مجموعه های به مرسوم آن، زیر مجموعه های از گردایه ای با همراه X مانند مجموعه ای از
است. باز نیز باز مجموعه های متناه اشتراک و دلخواه اجتماع و بازند دو Xهر و ∅ به طوری که
باز X −C هر گاه گوییم بسته را X توپولوژی فضای از C زیر مجموعۀ است ذکر یه لازم
X باز و بسته زیر مجموعه های تنها ∅ و X هر گاه گوییم همبند را X توپولوژی فضای و باشد

باشند.
پیوسته وقت را f : X −→ Y تابع باشند. توپولوژی فضای دو Y و X کنیم فرض
X باز زیر مجموعۀ f−١(V ) مجموعۀ ،V مانند Y باز زیر مجموعۀ هر ازای به که م گوییم
معکوس تابع و f اگر باشد. سویی دو تناظر ی f : X −→ Y تابع کنیم فرض اکنون باشد.

ی f واقع در گوییم. همسانریخت را f آن گاه باشند پیوسته دو هر f−١ : Y −→ X آن
،U مجموعه هر برای و باشد سویی دو تناظر ی f هر گاه است Y به X از همسانریخت

باشد. باز U اگر تنها و اگر است باز f(U) مجموعه
مجموعۀ درون تعریف، بنا بر باشد. X توپولوژی فضای از زیر مجموعه ای A کنیم فرض
از است عبارت A مجموعه بستار و A جز باز مجموعه های همۀ اجتماع از است عبارت A
نمایش A با آن را بستار و A◦ با را A مجموعه درون .A حاوی بستۀ مجموعه های همۀ اشتراک

.A◦ ⊂ A ⊂ A که است واضح م دهیم.
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X از زیر مجموعه ای Y اگر باشد. τ توپولوژی با توپولوژی فضای ی X کنیم فرض
گردایه، باشد،

τY = {Y ∩ U | U ∈ τ}

این با است. معروف القایی توپولوژی یا زیر فضای توپولوژی به و است Y در توپولوژی
از عبارت اند توپولوژی این باز مجموعه های م خوانند. X زیر فضای ی را Y توپولوژی،

.Y با X باز مجموعه های مقاطع همۀ
توپولوژی با R٢ از زیر فضای به عنوان م توان را R٢ صفحه در S١ واحد دایرۀ مثال به عنوان

گرفت. نظر در معمول
ی به عنوان م توان را Sn = {x ∈ Rn+١ |

∑n+١
i=١ x

٢
i = ١} n‐کره، کل حالت در

ی باشد. مجموعه ی X کنیم فرض گرفت. نظر در معمول توپولوژی با Rn+١ از زیر فضا
به طوری که پایه) اعضای به (موسوم X زیرمجموعه های از است گردایه ای X در توپولوژی پایه

باشد؛ موجود x شامل B مانند پایه عضو ی کم دست x ∈ X هر ازای به (١)

مانند پایه از عضوی آن گاه باشد B٢ و B١ مانند پایه عضو دو اشتراک به متعلق x اگر (٢)
.B٣ ⊂ B١ ∩B٢ و x ∈ B٣ به طوری که دارد وجود B٣

تعریف چنین را β وسیله به شده تولید توپولوژی ،τ آن گاه باشد X در توپولوژی پایه ی β اگر
م کنیم:

مانند پایه از عضوی ،x ∈ U هر ازای به اگر گوییم باز X در را X از U زیر مجموعه
.B ⊂ U و x ∈ B به طوری که باشد، داشته وجود B ∈ β

اجتماع اگر Xم خوانند بر توپولوژی ی برای زیرپایه ای Xرا زیر مجموعه های از S گردایه
S زیر  پایۀ به وسیلۀ شده تولید توپولوژی تعریف به بنا این صورت در باشد. X برابر آن اعضای
نگاشت اکنون .S اعضای متناه مقاطع اجتماع های همۀ از ل متش τ گردایه از است عبارت
م گیریم. نظر در πβ((xα)α∈J) = x

β
ضابطه با را πβ : Πα∈JXα −→ Xβ تصویری

گردایه ها این اجتماع نمایش S و Sβ = {π−١
β (Uβ) | است باز Xβ Uβدر } کنیم فرض

و ضربی حاصل توپولوژی را S زیر  پایۀ وسیله به شده تولید توپولوژی این صورت در باشد.
گوییم. ضربی حاصل فضای را Πα∈JXα

هم چنین گوییم. چنبره ی را م باشد دایره ی S١ به طوری که S١ × S١ که شود توجه
کرده ایم. حذف یا برداشته ایم آن از را واحد قرص که م باشد ای چنبره ی دسته، ی از منظور

است. مشترک شان مرز از موبیوس نوار دو چسباندن هم به از کلاین، بطری ی هم چنین



٢ فصل

شت جای گروه های در اساس مفاهیم

را α : Ω −→ Ω مانند ی به ی تناظر هر باشد. متناه ناته مجموعه ای Ω کنید فرض
ی یل تش توابع ترکیب عمل با Ω روی شت جای همۀ مجموعۀ گویند. Ω روی شت جای

S(Ω) یا Sym(Ω) با آن را و م خوانند Ω بر متقارن گروه را گروه این م دهد. گروه منظم
م دهیم. نشان Sn با را Ω روی متقارن گروه آن گاه Ω = {١, ٢, ..., n} اگر م دهند. نمایش
iα یا (i)α ،α(i) از منظور و م نامیم نقطه را Ω عضو هر .|Sn| = n! که است واضح
هرگاه م دارد نگه ثابت را Ω نقطۀ α شت جای گوییم بود. خواهد α به وسیلۀ i تصویر همان
α ∈ Sn اگر م دهد. حرکت را x نقطۀ α شت گوییم جای غیر این صورت در .(x)α = x

م دهیم. نمایش α =
( ١ ٢ ... n
(١)α (٢)α ... (n)α

)
نماد با را α آن گاه

هرگاه نامند n‐دور ی یا n مرتبۀ دوری شت را جای α ∈ S(Ω) شت ٢. ١. جای تعریف
به طوری که: باشند، موجود a١, a٢, ..., an ∈ Ω

(an)α = a١ ، ... ،(a٢)α = a٣ ،(a١)α = a٢

(a١ a٢ ... an) با را شت چنین جای .(x)α = x ،x ∈ Ω−{a١, a٢, ..., an} هر به ازای و

١٠


