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پیشͽفتار

کرد. نصیبم  دیͽری درسͬ کتاب نگارش توفیق دیͽر بار که هستم شاکر را متعال قادر خداوند
این مصوب سرفصل های بر منطبق که خطͬ جبر در عددی روش های عنوان با کتابی نگارش
در تجربه ام سال ها حاصل حاضر، کتاب و بود اینجانب نظر مد قبل مدت ها از باشد، درس

ͬ باشد. م ارشد کارشناسͬ و کارشناسͬ مقاطع در درس این با مرتبط موضوعات تدریس
در مسائل عددی حل برای پایه ای روش های و بنیادی مفاهیم ارائه ی کتاب، این در هدف
جمله (از علوم در متنوعͬ کاربردهای مسائل این است. ماتریس ها نظریه و خطͬ جبر حیطه
خطͬ جبر مباحث که گفت ͬ توان م جرأت به دارند. مهندسͬ رشته های و پایه) و ریاضͬ علوم
وسیعͬ کاربردهای ویژه، مقدار مسئله ی حل تا گرفته، خطͬ معادلات دستگاه های حل از عددی،
گسسته سازی روش های اکثر که طوری به دارند، مهندسͬ فنͬ و علوم مختلف شاخه های در
ͬ شوند م غیرخطͬ یا خطͬ جبری معادلات دستگاه های به منجر انتگرال، و دیفرانسیل معادلات

است. شده آورده ۶ فصل در مسائل این از نمونه ای شوند. حل عددی روش های به باید که
کارشناسͬ مقاطع در کاربردی ریاضͬ رشته دانشجویان کتاب این اصلͬ مخاطبان اگرچه
شخصͬ مطالعه برای هم که است شده طراحͬ گونه ای به کتاب مطالب اما هستند، دکتری و ارشد
و ریاضͬ علوم کارشناسͬ سطح در عددی خطͬ جبر درس کلاس های در تدریس برای هم و
کلاس های در تدریس برای اساساً کتاب این که جا آن از باشد. مفید نیز مهندسͬ رشته های سایر
که است متنوع تمرین های و حل شده مسائل مثال ها، از مجموعه ای شامل شده، نوشته درسͬ

هستند. محاسباتͬ نیز برخͬ و نظری آن ها از برخͬ
خطͬ، جبر و ماتریس ها مبانͬ دروس کتاب، این مطالب کردن دنبال برای اصلͬ نیاز پیش
عددی الͽوریتم های کتاب این در که جا آن از و است عددی آنالیز مبانͬ و ریاضͬ آنالیز مبانͬ
کتاب، این مطالب از بهینه استفاده برای مهم پیش نیاز ͷی شده، ارائه مسائل حل برای متعددی
این در رفته کار به نرم افزار است. رایانه با مسائل حل برای ریاضͬ نرم افزارهای از ͬͺی با آشنایی
ریاضͬ نرم افزارهای موفق ترین و قوی ترین از ͬͺی نرم افزار این است. متمتیͺا نرم افزار مجموعه،

دارد. ماتریس ها و بردارها به مربوط محاسبات در ویژه ای قابلیت های که است موجود
ماتریس ها و بردارها بر مقدمه ای اول، فصل شده اند: تدوین فصل هفت در کتاب مطالب
خطͬ دستگاه های حل مستقیم روش های شامل دوم، فصل آنهاست. با مرتبط پیشرفته مفاهیم و
خطͬ دستگاه های حل تکراری روش های نیز، سوم فصل در روش هاست. این تحلیل و تجزیه و
مسئله و متعامد سازی به هم چهارم فصل ͬ شود. م بیان آن ها همͽرایی با مرتبط مباحث با همراه



ماتریس ها ویژه بردارهای و ویژه مقادیر یافتن روش های پنجم فصل در ͬ پردازد. م مربعات حداقل
ششم فصل موضوع آن کاربردهای و ماتریس ها تکین مقادیر تجزیه ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد
متمتیͺا، محیط در ک͒د نویسͬ با خوانندگان بیشتر آشنایی منظور به نهایت، در و است کتاب

است. شده آورده هفتم فصل در شده، ارائه عددی الͽوریتم های برخͬ به مربوط کدهای
همͺاران از رو، این از نیست. اشتباه و نقص از عاری اثری هیچ که است این است مسلم چه آن
خود اصلاحͬ نظرات موارد، گونه این با برخورد صورت در دارم انتظار عزیز دانشجویان و گرامͬ
اینجانب با ممͺن طریق هر از یا و s.sohrabi@urmia.ac.ir ͬͺترونیͺال پست طریق از را

بͽذارند. میان در
این ویراستاری و داوری زحمت که بزرگواری اساتید از را خود قدردانͬ و تشͺر مراتب پایان در
آماده سازی و تدوین زمان مدت طول در که خانواده ام از و ͬ دارم م ابراز گرفتند، عهده بر را کتاب
ͬͺکوچ سهم اثر این که باشد سپاسͽزارم. صمیمانه بودم، برخوردار آنها کامل حمایت از کتاب،

باشد. داشته دانایی و علم توسعه ی در

سهرابی سعید

١۴٠١ پاییز ارومیه، دانشͽاه
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١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مسائل ٢. ٢. ٩
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ٢. ٢. ١٠
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . غالب قطر ماتریس و مثبت معین ماتریس ٢. ٣
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین ماتریس ͬ های ویژگ ٢. ٣. ١
١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید غالب قطر ماتریس ٢. ٣. ٢
١٢٠ . . . . . . . . . . . . . اکید غالب قطر ماتریس ͬ های ویژگ ٢. ٣. ٣
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١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۵ .٢. ٣
١٢۵ . . . . . . . . . . . ماتريس ها تجزيه برپايه خطͬ معادلات دستگاه حل ۴ .٢
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ها LU تجزیه ١ .۴ .٢
١٣١ . . . . . . . . . . . . . ماتريس ها تجزيه برای دوليتل روش ٢ .۴ .٢
١٣٣ . . . ماتريس ͷي LU تجزیه در حسابی عمليات تعداد محاسبه ٣ .۴ .٢
١٣۴ . . . . . . . . . . LU تجزیه ͷکم به Ax = b دستگاه حل ۴ .۴ .٢
١٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جایͽشت ماتریس ۵ .۴ .٢
١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ͷی PLU تجزیه ۶ .۴ .٢
١٣٩ . . . . . . . مثبت  معين و متقارن ماتريس ͷي MMT تجزيه ٧ .۴ .٢
١۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . ماتريس ͷي ͬͺچولس تجزيه ٨ .۴ .٢
١۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مسائل ٩ .۴ .٢
١۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ١٠ .۴ .٢
١۴٧ . . . . . . . . . . خطͬ معادلات دستگاه در سه قطری ضرايب ماتريس ۵ .٢
١۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توماس روش ١ .۵ .٢
١۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LU تجزیه روش ٢ .۵ .٢
١۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ٣ .۵ .٢
١۵١ . . . . . . . . . . خطͬ معادلات دستگاه در اختلال از ناشͬ خطاهای ۶ .٢
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١ فصل

ماتریس ها و بردارها

مقدمه ١. ١

برخͬ معرفͬ ماتریس ها، و بردارها عملیات پیشرفته مفاهیم بر مروری بخش این از هدف

و ماتریس ها ویژه بردارهای و ویژه مقادیر مقدماتͬ تعاریف و اولیه مفاهیم خاص، ماتریس های

با خوانندگان آشنایی صورت در و دارد مقدماتͬ جنبه فصل این مطالب است. ماتریسͬ توابع نیز

نمود. آغاز دوم فصل از ͬ توان م را کتاب مطالعه ماتریس ها، و بردارها پایه ای مفاهیم

١



ماتریس ها٢ و بردارها ١

بردارها ١. ٢

به F عناصر از محدودی لیست به صورت ͬ توان م را ١ بردار هر باشد. میدان ͷی F کنید فرض

داد: نمایش ستونͬ یا سطری شͺل

u =
(
u١ u٢ · · · un

)
, v =


v١
v٢
...
vn

 .

آن بˀعد را بردار ͷی عناصر تعداد و بردار آن درآیه یا مؤلفه ͷی را بردار داخل عناصر از هر کدام

و بردارها جمع اعمال با ،F میدان روی تایی n ستونͬ بردارهای همه مجموعه ͬ نامند. م بردار

ͬ دهیم. م نشان Fn نماد با را آن که ͬ دهند م تشͺیل ٢ برداری فضای ͷی اسͺالر، ضرب

ͬ گیریم. م نظر در F = R یا F = C عموماً، عددی خطͬ جبر مباحث در .١. ١ نکته

با را آنها داخلͬ ضرب باشند. Cn در بردار دو y و x کنید فرض داخلͬ). (ضرب ١. ٢ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان ⟨x, y⟩ نماد

⟨x, y⟩ =
n∑

i=١

xiyi = xHy. (١. ١)

تعریف نیز ⟨x, y⟩ =
∑n

i=١ xiyi = yHx به صورت را داخلͬ ضرب علمͬ، متون برخͬ در

ͬ کنند. م

صورت این در .⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه ͬ گوییم م متعامد را x, y ∈ Cn بردار دو .١. ٣ تعریف

.x⊥y ͬ نویسیم: م

برداری نرم ١. ٢. ١

نسبت را ∥x∥ حقیقͬ عدد x ∈ Cn بردار هر به که ∥ · ∥ : Cn → R تابع .۴ .١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای هرگاه ͬ شود، م نامیده Cn روی برداری نرم ͷي ͬ دهد، م

Vector١

Vector Space٢



بردارها ١٣. ٢

.∀x ∈ Cn, ∥x∥ ≥ ٠ الف)

.∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠ ب)

.∀λ ∈ C, ∀x ∈ Cn, ∥λx∥ = |λ|∥x∥ ج)

.∀x, y ∈ Cn, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ د)

ͬ نامند. م ٣ نرم شبه ͷی را آن نباشد، برقرار طرفه دو (ب) خاصیت که صورتͬ در

از: عبارتند x = (x١, x٢, . . . , xn)
T ∈ Cn بردار برای رایج برداری نرم های

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت lp نرم یا p نرم ، p ≥ ١ حقیقͬ عدد هر برای p−نرم: الف)

∥x∥p =

(
n∑

i=١

|xi|p
) ١

p

.

نرم ،p = ١ به ازای

∥x∥١ =

n∑
i=١

|xi|,

نرم ،p = ٢ به ازای و مطلق نرم را

∥x∥٢ =

(
n∑

i=١

|xi|٢

) ١
٢

,

ͬ نامند. م نیز اقلیدسͬ نرم را

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت که l∞ نرم یا یͺنواخت) (نرم ماکزیمم نرم بی نهایت: نرم ب)

∥x∥∞ = max
١≤i≤n

|xi|.

ͬ دهد. م نشان R٢ در را l∞ و l٢, l١ نرم های به وسیله شده تعریف ۴ واحد گوی های ١. ١ شͺل

Semi-norm٣

Unit circles۴



ماتریس ها۴ و بردارها ١

.R٢ در l∞ و l٢ ،l١ نرم های برای واحد گوی های ١. ١ شͺل

ͬ کند. م صدق برداری نرم تعریف در بی نهایت نرم ͬ دهیم م نشان .۵ .١ مثال

چهارم خاصيت برای ͬ شود. م واگذار خواننده به و است ساده اول خاصيت سه دادن نشان حل:

داريم:

∀x, y ∈ Cn, ∥x+ y∥∞ = max
١≤i≤n

|xi + yi|

≤ max
١≤i≤n

{|xi|+ |yi|}

≤ max
١≤i≤n

|xi|+ max
١≤i≤n

|yi|

= ∥x∥∞ + ∥y∥∞.

دهيد: نشان ،x ∈ Cn بردار هر برای .۶ .١ مثال

∥x∥∞ ≤ ∥x∥٢ ≤ ∥x∥١ .

داریم: حل:

|xi| ≤

(
n∑

i=١

|xi|٢

) ١
٢

, i = ١, ٢, . . . , n.



بردارها ١. ٢۵

داریم: همچنین، .∥x∥∞ ≤ ∥x∥٢ پس،

n∑
i=١

|xi|٢ ≤

(
n∑

i=١

|xi|

)٢

.∥x∥٢ ≤ ∥x∥١ شود: مͬ نتیجه هم آن از که

۵ کوشͬ‐شوارتز نامساوی .١. ٧ لم

داریم: Rn در y و x بعدی n بردار دو هر برای
n∑

i=١

|xiyi| ≤ ∥x∥٢∥y∥٢ . (١. ٢)

داریم: ξ حقیقͬ عدد هر به ازای اثبات.

٠ ≤
n∑

i=١

|ξxi + yi|٢ = ξ٢
n∑

i=١

|xi|٢ + ٢

(
n∑

i=١

|xiyi|

)
ξ +

n∑
i=١

|yi|٢,

پس است، مثبت همواره و ͬ دهد نم علامت تغییر (ξ حسب (بر فوق دوم درجه نامعادله چون

نتیجه در و ∆ ≤ ٠ )همواره،
n∑

i=١

|xiyi|

)٢

≤

(
n∑

i=١

|xi|٢

)(
n∑

i=١

|yi|٢

)
,

■ ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه هم آن از که

است: بیان قابل زیر شͺل به کوشͬ‐شوارتز نامساوی ،x, y ∈ Cn که صورتͬ در .١. ٨ نکته

n∑
i=١

|xiȳi| ≤

(
n∑

i=١

|xi|٢

) ١
٢
(

n∑
i=١

|yi|٢

) ١
٢

. (١. ٣)

۶ هولدر نامساوی .١. ٩ لم

داریم: ، ١
p + ١

q = ١ که p, q ∈ (١,+∞) هر و Rn در y و x بعدی n بردار دو هر برای
n∑

i=١

∣∣xiyi∣∣ ≤ ∥x∥p∥y∥q. (۴ .١)

Cauchy-Schwarz inequality۵

Hölder’s inequality۶
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نابرابری ،p, q > ١ و β ≥ ٠ , α ≥ ٠ حقیقͬ عدد دو هر برای که داریم توجه ابتدا اثبات.

داریم: است، معروف ٧ یونگ نابرابری به که را زیر

αβ ≤ αp

p
+
βq

q
. (۵ .١)

خواهیم فوق، نامساوی از β = |yi|
∥y∥q و α = |xi|

∥x∥p فرض با ،i = ١, ٢, . . . , n هر برای حال

داشت:
|xi||yi|

∥x∥p∥y∥q
≤ ١
p

|xi|p

∥x∥pp
+

١
q

|yi|q

∥y∥qq
داشت: خواهیم ببندیم، جمع i روی را بالا نامساوی های اگر n∑اکنون

i=١ |xi||yi|
∥x∥p∥y∥q

≤
n∑

i=١

(
|xi|p

p∥x∥pp
+

|yi|q

q∥y∥qq

)

=
١

p∥x∥pp

n∑
i=١

|xi|p +
١

q∥y∥qq

n∑
i=١

|yi|q

=
١
p
+

١
q

= ١

بنابراین
n∑

i=١

|xi||yi| ≤

(
n∑

i=١

|xi|p
) ١

p
(

n∑
i=١

|yi|q
) ١

q

.

■

حاصل کوشͬ‐شوارتز نامساوی ،p = q = ٢ دهیم: قرار هولدر نامساوی در اگر .١. ١٠ نکته

ͬ شود. م

بردار به همͽرا ∥ · ∥ نرم به نسبت را Cn در بردارها از {x(k)}∞k=١ دنباله .١. ١١ تعریف

برای که به طوری شود، N(ϵ)یافت مانند صحیحͬ عدد ϵ > ٠ هر برای هرگاه گوییم، x ∈ Cn

باشیم: داشته k ≥ N(ϵ) هر

∥x(k) − x∥ ≤ ϵ.

Young’s inequality٧
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ͬ نویسیم: م صورت این در

lim
k→∞

x(k) = x,

معادل طور به یا

∥xk − x∥ → ٠.

است. x = (x١, x٢, . . . , xn)
T بردار مؤلفه های از پیوسته تابعͬ برداری، نرم هر .١. ١٢ قضیه

باشد Cn در بردارها از دنباله ای {x(k)}∞k=١ و دلخواه برداری نرم ͷی ∥ · ∥ کنید فرض اثبات.

داریم: ،k = ١, ٢, . . . هر برای (١. ٢٠) تمرین به توجه با همͽراست. x ∈ Cn بردار به که

٠ ≤
∣∣∥x(k)∥ − ∥x∥

∣∣ ≤ ∥x(k) − x∥.

شود: مͬ نتیجه فشردگͬ قضیه از بنابراین .∥xk − x∥ → ٠ پس ،xk → x چون

∣∣∥x(k)∥ − ∥x∥
∣∣→ ٠,

یا و

lim
k→∞

∥x(k)∥ = ∥x∥.

■

برداری نرم های هم ارزی .١. ١٣ تعریف

هرگاه ،∥ · ∥ ∼ ∥ · ∥′ ͬ نویسیم: م و ͬ نامیم م هم ارز یا معادل را ∥ · ∥′ و ∥ · ∥ برداری نرم جفت

باشیم: داشته x ∈ Cn هر برای که قسمͬ به باشند، موجود M و m مثبت و ثابت اعداد

m∥ · ∥ ≤ ∥ · ∥′ ≤M∥ · ∥. (۶ .١)

و x = (x١, x٢, . . . , xn)
T ∈ Cn فرض با زیرا هم ارزند؛ l∞ و lp نرم های .١۴ .١ مثال

|xk| = max
١≤i≤n

|xi|, (١ ≤ k ≤ n),
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داریم:

|xk| =
(
|xk|p

) ١
p ≤

(
n∑

i=١

|xi|p
) ١

p

≤

(
n∑

i=١

|xk|p
) ١

p

= p
√
n|xk|,

ͬ شود: م نتیجه هم آن از که

∥x∥∞ ≤ ∥x∥p ≤ p
√
n∥x∥∞.

هستند. هم ارز Cn روی برداری نرم های .١۵ .١ قضیه

ͬͺی کار راحتͬ برای و ͬ گیریم م نظر در Cn روی را ∥ · ∥′ و ∥ · ∥ برداری نرم جفت اثبات.

بی نرم با دلخواه نرم دو هرگاه که داد نشان ͬ توان م (زیرا مͬ کنیم اختیار بی نهایت نرم را آنها از

خواهند صدق نظیر رابطه در نیز دلخواه نرم دو آنگاه کنند، صدق (۶ .١) هم ارزی رابطه در نهایت

کرد).

ͬ گیریم: م نظر در زیر به صورت را S مجموعه اکنون

S =
{
x : x ∈ Cn, ∥x∥∞ = ١

}
⊂ Cn.

است، S روی پیوسته تابع ͷی ∥x∥ چون و (چرا؟) است Cn در کراندار و بسته مجموعه ͷی S

S از x١ و x٠ مانند نقاطͬ در را خود ماکزیمم و ͬ نیمم م مقدار وایرشتراس، قضیه طبق بر پس

که به طوری ͬ کند م اختیار

∥x٠∥ = min
x∈S

∥x∥, ∥x١∥ = min
x∈S

∥x∥.

نتیجه در

∀x ∈ S, ∥x٠∥ ≤ ∥x∥ ≤ ∥x١∥.

داریم: بنابراین است. S به متعلق y
∥y∥∞ بردار ،Cn در y ̸= ٠ دلخواه بردار هر برای طرفͬ، از

∥x٠∥ ≤ ∥y∥
∥y∥∞

≤ ∥x١∥,
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