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  پیش گفتار 
 

ارتی ظاهر می شوند نظریه گرمایی ژان باپتیست ژوزف فوریه ( نظریه ریاضی در مورد گرما )، روش ساده اي براي حل مسائلی با مقادیر مرزي که در انتقالات حر

یک اصل بود گسترش یافت. در حقیقت  را ارائه می دهد. این نظریه بزرگ ریاضی توسط لرد کلوین؛ آنالیز فوریه نامیده شد، و فراتر از کاربردهاي فیزیک که در آن

  دیگر می باشد. آنالیز فوریه به عنوان یک ابزار ضروري براي حل تقریبی هر مسئله پیچیده در فیزیک مدرن، نظریه ارتباطات، سیستم هاي خطی و زمینه هاي 

  دادن ارتباط بین آن و کاربردهاي امروزي اش می باشد.    مقصود نویسنده از نوشتن این کتاب توسعه تجزیه و تحلیل فوریه کلاسیک به طور کامل و نشان

مطالعه قرار این کتاب براي دانشجویان ریاضی فیزیک، فیزیک و همچنین براي گرایش هاي مختلف مهندسی که آنالیز فوریه را به عنوان یک درس رسمی مورد 

ستند؛ نوشته شده است. این کتاب ترکیبی از مزایاي هر دو کتاب درسی و کتاب بررسی می دهند و نیز تمامی دوره هاي مختلفی که با تکنیک فوریه در ارتباط ه

از  می باشد. در واقع مشخصه ي کتاب بررسی، ارائه صدها مسائل حل شده کامل توسط تکنیک ها و قضایا ضروري می باشد. مسائل حل شده شامل بخشی

کنیک هاي آنالیز فوریه است. تمرینات تکمیلی فقط به عنوان تمرین ارائه نشده اند؛ بلکه براي انتگرال هاي متن، شرح و تفصیل مفاهیم اساسی و گسترش ت

  تقویت مهارت ها و ایجاد بینش لازم به منظور استفاده عملی از تکنیک هاي فوریه می باشد. 

یل و انتگرال مقدماتی می باشد، فصل هشتم تا دهم نیز تنها پیش شرط رسمی این کتاب، گذراندن یک درس هشت ساعته ترم ( چهار واحد) در حساب دیفرانس

  با فرض آشنایی با حساب پیشرفته و ریاضیات کاربردي در نظر گرفته شده است. 

تعمیم  و تبدیلات سه فصل ابتدایی این کتاب با سري فوریه و مفاهیم طیف فرکانسی سروکار دارد. فصل چهارم تا ششم شامل توابع تعمیم یافته، تبدیلات فوریه

سیگنال، سیستم هاي  یافته فوریه می باشد. فصل هفتم با همتافتگی و همبستگی سروکار دارد. سه فصل باقیمانده نیز در مورد کاربردهاي آنالیز فوریه در نظریه

  خطی، و مسائل مقادیر مرزي بحث می کند. 

کمک حال او بوده؛ و همچنین از همسرش دیسی، کسی که او را درك کرده است و یک نویسنده نیز از دخترش دیانا، که در به تحریر در آوردن این کتاب بسیار 

  حامی وفادار و عامل مهم در تکمیل این کتاب بوده است؛ کمال تشکر را به عمل  می آورد.  
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 سري فوریه 1

  این فصل شامل

  توابع متناوب �

  سري فوریه �

  : توابع متعامدخواص توابع سینوسی و کسینوس �

  محاسبه ضرایب فوریه �

 فوریه متناهی (کران دار)تقریب زدن توسط سري  �

 

 توابع متناوب  1- 1

  یک تابع متناوب به شکل زیر تعریف می شود

)1-1(                                                       �(�) = �(� + �)                  

  مشاهده کرد که:) می توان 1-1تناوب آن تابع گویند. با تکرار رابطه (یا دوره  ،) صدق کند1- 1که در رابطه( Tبه کمترین مقدار 

)1-2                                              (   �(�) = �(� + ��)               n =  0, ±1, ±2, …  

که بوده  Tتناوب یا  تابع تناوبی با دورهاین مقدار ثابت  ;) نشان داده شده است1- 1نمونه اي از یک تابع متناوب  در شکل (به عنوان مثال، 

  تکرار می شود. Tبراي هر مقدار 

  

  

  

  

  

  یک تابع متناوب      1- 1شکل 

(�)�,دوره تناوبی تابع :1,1مثال  = cos   را حساب کنید. �2

  با توجه به رابطه مثلثاتی زیر حل:

cos(� + 2��) = cos � cos 2�� sin � sin 2�� 



 

cos(2��)هاي صحیح  m از آنجایی که به ازاي  = sin(2��)و   1 = �)cosمی باشد. پس  1 + 2��) = cos خواهد بود. از  �

cos) و با توجه به اینکه 1-1این رو باتوجه به رابطه ( ، کمترین مقدار  m=1است پس به ازاي  �2یک تابع متناوب با دوره ي تناوب  �

  حال ,خواهد بود �2برابر ��2

 cos2(� + �) = cos 2�  

  یا

cos(2� + 2�) = cos 2� 

�)cos,رابطه mبا توجه به این که براي هر مقدار صحیح  + 2��) = cos در نتیجه  ,شود��2باید برابر  2Tرقرار است بنابرین  پ�

� =   است. �حاصل می شود از این رو دوره ي تناوب برابر  Tباشد کمترین مقدار  m=1است. زمانی که  �2

  شکلدر حالت کلی اگر تابع متناوب به 

�(�) = cos �1�  + cos �2� 

  تصور بهرا بدست آوریم که  m , nداشته باشیم می توانیم دو مقدار صحیح  Tبا دوره ي تناوب 

       �1� = ��2             و             ��2 = 2��  

یا                                                                  
�1

�2
=

�1

�2
  

پس می توان نتیجه گرفت که نسبت 
�1

�2
 باید یک عدد گویا باشد.   

(�)�دوره تناوب تابع : 2,1مثال = cos
�

3
 + cos

�

4
  را حساب کنید. 

  )1-1با توجه به رابطه ( حل:

cos
1

3
(� + �) + cos

1

4
(� + �) = cos

�

3
 + cos

�

4
 

�)cos   �هر مقدار صحیح  ازاءاز آن جایی که به  + 2��) = cos   خواهیم داشت است، پس �

1

4
� =               و                ��2

1

3
� = 2�� 

�اعداد صحیح هستند. بنابرین   nو mکه در آن  = 6�� = mمی باشد که با قرار دادن  ��8 = n و  4 =  Tکوچکترین مقدار  3

  است. π 24برابر  Tپس کمترین مقدار  ;ورد)آخطا بدست  –بدست می اید.(این مقدار را می توان توسط آزمون 

  ب. خواص توابع متناوب

(�)�اگر  = �(� + ,�هر مقدار  ازاءباشد به  (� �,   ,داریم .∝

)1-3                                  (                ∫ f(t)dt
�

∝
= ∫ f(t)dt

���

∝��
  

)1-4      (                                  ∫ �(�)��
�

0
= ∫ �(�)��

���

�
   

  ) را بررسی کنید.4-1) و (3-1روابط (درستی : 3,1مثال 

(�)�اگر  حل: = �(� + �با فرض این که  ,باشد (� = �+   خواهیم داشت �

�(� � + �) = �(�) = �(� �) 



 

�حال با جایگزینی  = � ∫در  � �(�)��
�

∝
  و با استفاده از روابط بدست آمده در بالا می توان نوشت 

� �(�)
�

∝

�� = � �(� �)
���

∝��

��= � �(�)
���

∝��

��= � �(�)
���

∝��

�� 

  ) از سمت راست معادله داریم4- 1پس براي درستی رابطه (

� �(�)
���

�

�� = � �(�)
0

�

�� + � �(�)
���

0

�� 

  )  3-1حال با استفاده از رابطه (

� �(�)
0

�

�� = � �(�)
���

�

�� 

  پس،

� �(�)
���

�

�� = � �(�)
�

���

�� + � �(�)
���

0

�� = � �(�)
���

0

�� + � �(�)
�

���

�� = � �(�)
�

0

�� 

 سري فوریه    1-2

  این تابع را می توان توسط سري فوریه نشان داد. ,باشد Tیک تابع متناوب با دوره ي تناوب  (�)�اگر تابع 

�(�) =
1

2
�0 + �1 cos �0� + �2 cos 2�0� + … … … … .+�1 sin �0� + �2 sin 2�0� + … … …. 

)1-5                                       (                      =
1

2
�0 + ∑ (�� cos ��0��

��1 + �� sin ��0�)                      

�0که  =
2�

�
  می باشد. 

) را نیز می توان 5-1است. سري ( (�)�ضرایب فوریه تابع  ��و  ��که در آن  ,) را سري مثلثاتی  فوریه می نامند5- 1یک سري مثل رابطه (

  به شکل زیر نوشت

)1-6                      (                     �(�) = �0 + ∑ �� cos(��0� ��
�
��1 )  

مایش سري فوریه یک تابع متناوب توصیفی از یک تابع متناوب به عنوان جمع روي مؤلفه هاي ن) می توان مشاهده کرد که 6-1طه (از راب

��0سینوسی و همراه با فرکانس هاي مختلف است. مؤلفه سینوسی با فرکانس  = امین هماهنگ تابع متناوب نامیده می  nبه عنوان  ��0

�1شود. اولین جمله این هماهنگ که برابر  cos(�0� ست عمومأ به عنوان مؤلفه اصلی نامیده می شود زیرا این جمله همان تنواب ا �1

�0پس  ,است (�)�تابع   =
2�

�
= همان فرکانس زاویه اطلی می باشد که  2��0

1

�
= به  ��و  ��که ضرایب  ;فرکانس اصلی است �0

  ترتیب دامنه هماهنگ و فاز زاویه اي می باشند.

را بر  ��و زاویه فازي   �� هماهنگ) بدست آورید و ضرایب دامنه 5- 1رابطه ( ,) را از سري مثلثاتی فوریه 6-1( هماهنگرابطه  : 4,1مثال

  بیان کنید. ��و  ��حسب ضرایب سري مثلثاتی فوریه 

��تقسیم رابطه  با ضرب و حل: cos ��0� + �� sin ���در جمله  ���0
2 + ��

  خواهیم داشت 2

�� cos ��0� + �� sin ��0� = ���
2 + ��

2  ( 
��

���
2 + ��

2
cos ��0� +

��

���
2 + ��

2
sin ��0� ) 

  با استفاده از اتحاد مثلثاتی می توان نتیجه گرفت که



 

�� cos ��0� + �� sin ��0� = ��(cos �� sin ��0� +  sin �� cos ��0� ) 

=  �� cos(��0� ��)   
  در حالی که

:sin �� =
��

���
2���

2
   ،:cos �� =

��

���
2���

2
    ،�� = ���

2 + ��
2  

  همچنین

�� = tan�1 ��

��
��tanیا            =

��

��
  

�0پس اگر  =
1

2
  باشد در نتیجه : �0

�(�) =
1

2
�0 + �(�� cos ��0�

�

��1

+ �� sin ��0�) =  �0 + � �� cos(��0� ��

�

��1

) 

 : توابع متعامدسینوسی و کسینوسیخواص توابع  1-3

  الف)  تعریف متعامد بودن

�در بازه ي  {ϕ�(t)}مجموعه اي از توابع  < � < که در مجموعه  ϕ�(t)و  ϕ�(t)متعامد می باشد زمانی که رابطه بین دو تابع  �

{ϕ�(t)} .هستند به صورت زیر تعریف می شوند  

)1-7                                   (                    ∫ ϕ�(t)ϕ�(t)dt = �
0          m ≠ n
r�         m = n

�

�
  

  ب) روابط تعامد براي توابع سینوسی و کسینوسی

بیایید براي مثال، مجموعه اي از توابع سینوسی و کسینوسی  را در نظر بگیریم که با استفاده از محاسبات حساب دیفرانسیل و انتگرال می 

  توان نشان داد،

∫        ،                             ≠0m       الف)  1-8( cos ��0�  dt = 0
� 2⁄

�� 2⁄
  

∫،                          mب)          تمام مقادیر  1-8( sin ��0�  dt = 0
� 2⁄

�� 2⁄
  

∫ج)                         1-8( cos ��0� cos ��0�  dt = �
0            m ≠ n
�

2
    m = n ≠ 0

� 2⁄

�� 2⁄
   

∫د)                         1-8( sin ��0� sin ��0�  dt = �
0            m ≠ n

T 2⁄     m = n ≠ 0
� 2⁄

�� 2⁄
   

∫        mوnتمام مقادیر  ازاءه)    به  1-8( cos ��0� sin ��0�  dt = 0
� 2⁄

�� 2⁄
   

�0در حالی که   =
2�

�
  می باشد. 

sinالف تا ه ) نشان می دهند که توابع (...، 8-1این روابط ( ��0�،...،sin 2�0�،sin �0�،...،cos ��0�..،cos 2�0�،cos ) در بازه ي �0�،1

�

2
< � <

�

2
  مجموعه اي از توابع متعامد هستند. 

  ج) را بررسی کنید.-8-1درستی رابطه (: 5,1مثال

  بادر نظر گرفتن اتحاد مثلثاتی زیر  حل:

 cos � cos � =
1

2
[cos(� + �) +cos(� �)]  



 

ω0t               و                                   �
� =

±�

2

=  
2�

�
�

±�

2
� =  ±�    

  خواهیم داشت:

� cos ��0� cos ��0� 
T 2⁄

�T 2⁄

dt =
1

2
� {cos[(� + �)�0�] +  cos[(� �)�0�]} 

T 2⁄

�T 2⁄

dt 

=
1

2
×

1

(m + n)ω0

sin[(m + n)ω0] �
T 2⁄

T 2⁄
          

+ 
1

2
×

1

(m n)ω0

sin[(m n)ω0] �
T 2⁄

T 2⁄
        

=
1

2
×

1

(m + n)ω0

{sin[(� + �)�] + sin[(� + �)�]}      

+ 
1

2
×

1

(m n)ω0

{sin[(� �)�] +  sin[(� �)�]}  

= m اگر                       0 ≠ �                            

sinداریم  kدر حالی که براي تمام مقادیر صحیح  kπ = 0  

�اگر  = � ≠ cos2باشد با استفاده از اتحاد مثلثاتی  0 � =
1

2
(1 + cos   خواهیم داشت: (�2

� cos ��0� cos ��0� 
� 2⁄

�� 2⁄

dt = � cos2 ��0� 
� 2⁄

�� 2⁄

dt 

=  �
1

2
(1 + cos 2m�0�) 

� 2⁄

�� 2⁄

dt          

=
1

2
� �

T 2⁄

T 2⁄
 +  

1

4m�0
sin(2m�0�) �

T 2⁄

T 2⁄
 

=
�

2
 

 محاسبه ضرایب فوریه    1-4

)، 5-1را که در سري فوریه رابطه ( ��و  �aالف تا ه) می توان ضرایب  8- 1با استفاده از روابط تعامدي (

�(�) =
�

�
�� + ∑ (�� ��� �����

��� + �� ���   را محاسبه کرد.   (����

)1-9،....       (2 ،1  ،0 n=                         �� =  
2

�
∫ f(t) cos(nω0t ) dt

� 2⁄

�� 2⁄
  

)1-10،....      (3 ،2  ، 1    �� =  
2

�
∫ f(t) sin(nω0t ) dt

� 2⁄

�� 2⁄
                        n =  

)1-11                                                                   (
1

2
a0 =  

1

�
∫ f(t)

� 2⁄

�� 2⁄
dt   

  ) را تحقیق کنید.11-1( -)9-1درستی روابط ( :6,1مثال 

cosبا ضرب جمله  حل: )گیري در بازه ي  انتگرال) و با 5- 1در دو طرف رابطه ( ���0 T 2⁄ , T 2⁄   خواهیم داشت: (



 

� �(�) ���(��0� ) ��
� 2⁄

�� 2⁄

=
1

2
a0 � cos(mω0t ) dt

� 2⁄

�� 2⁄

 

+ � �� a� cos(nω0t)

�

��1

�
� 2⁄

�� 2⁄

cos(mω0t ) dt 

+ � �� b� sin(nω0t)

�

��1

�
� 2⁄

�� 2⁄

cos(mω0t ) dt 

  الف، ج ، ه ) خواهیم داشت: 8-1با در نظر گرفتن روابط تعامدي (

� �(�) ���(��0� ) ��
� 2⁄

�� 2⁄

=
�

2
�� 

  در نتیجه 

)1-12                      (                           �� =
2

�
∫ �(�) ���(��0� ) ��

� 2⁄

�� 2⁄
  

sinبه طور مشابه اگر جمله  mω0t ) ضرب کرده و از تک تک جملات در بازه ي 5-1را در رابطه (�
��

2
,

�

2
  انتگرال بگیریم،  �

� f(t) cos(mω0t ) dt
� 2⁄

�� 2⁄

=  
1

2
a0 � sin(nω0t ) dt

� 2⁄

�� 2⁄

 

+ � a�

�

��1

� cos(nω0t ) sin(mω0t ) dt
� 2⁄

�� 2⁄

 

+ � b�

�

��1

� sin(nω0t ) sin(mω0t ) dt
� 2⁄

�� 2⁄

 

  ب ، ج ، ه) داریم  8-1حال نیز با توجه به روابط تعامد (

� �(�) ���(��0� ) ��
� 2⁄

�� 2⁄

=
�

2
�� 

  بنابرین 

)1-13                   (                            �� =
2

�
∫ f(t) sin(mω0t ) dt

� 2⁄

�� 2⁄
  

)) در بازه 5- 1با انتگرال گیري رابطه ( T 2⁄ , T 2⁄   الف،ب) می توان نوشت،     8-1و با استفاده از روابط ( (

� �(�)dt
� 2⁄

�� 2⁄

=  
1

2
a0 � dt

� 2⁄

�� 2⁄

+ � ��(�� cos ��0� + �� sin ��0�)

�

��1

�
� 2⁄

�� 2⁄

��            

=
1

2
a0T + � ��

�
2

��1

� cos(��0�) dt
� 2⁄

�� 2⁄

+ � ��

�

��1

� sin(��0�)  ��
� 2⁄

�� 2⁄

 



 

=
1

2
a0T                

  در نتیجه،

1

2
a0 =  

1

�
� �(�) ��

� 2⁄

�� 2⁄

 

  یا 

)1-14  (                  a0 =  
2

�
∫ �(�) ��

� 2⁄

�� 2⁄
  

توجه داشته باشید که 
�0

2
  در دوره ي تناوبش است.(�)�مقدار میانگین تابع  

را نیز به دقت به دست  �0) را نیز نشان می دهد که در آن ضرایب سري کسینوسی محاسبه شده است، ضریب 9- 1) نیز رابطه (14-1رابطه (

cosمی آورد چون  mω0t �
m = 0

=   است. 1

  ) را به صورت زیر باز نویسی کرد،13-1) و همچنین (12-1می توان روابط ( nبه  mبا تعویض 

a� =  
2

�
� �(�) cos ��0�  �� 

� 2⁄

�� 2⁄

                      � = 0, 1, 2, 3, … 

b� =  
2

�
� �(�) sin ��0�  ��

� 2⁄

�� 2⁄

                         � = 1, 2, …        

)، تنها شرط لازم، انتگرال گیري در 4-1( متقارن بودن بازه ي انتگرال گیري حول مبدأ ضروري نیست. با در نظر گرفتن رابطهکلی  در حالت،

  بازه ي یک دوره ي تناوب کامل است.

  که به صورت زیر معرفی شده است را حساب کنید. (�)� سري فوریه تابع :7,1مثال

�(�) = �
1,            T 2⁄ < � < 0

1,               0 < � < T 2⁄
 

(t)�و  = �(� +   ) نشان داده شده است.2- 1که به صورت شکل ( (�

  

  

  

  

  

  

  2- 1شکل 

��0) و   9-1از رابطه ( حل: �
±

�

2

=
2�

�
�±

�

2
� = ±�  



 

  در نتیجه: 

a� =  
2

�
� �(�) cos(��0�)  ��

� 2⁄

�� 2⁄

        

=  
2

�
�� cos(��0�)

0

�� 2⁄

�� + � cos(��0�)
� 2⁄

0

��� 

=  
2

�
�

1

��0
sin ��0� �

0
T 2⁄ +

1

��0
sin ��0� �

T 2⁄
0

�  

=
2

�
�

1

��0

[sin(0) sin( ��)] +
1

��0

[sin(��) sin(0)]� 

= 0                            � ≠ 0 

sin(0)می دانیم  = sin(��) = �براي  0 =   ) می توان نوشت11-1از معادله ( 0

1

2
a0 =  

1

�
� �(�) ��

� 2⁄

�� 2⁄

= 0 

��0) و10-1برابر صفر است پس از رابطه ( یدر دوره ي تناوب (t)�و نیز می دانیم که مقدار میانگین تابع =
2�

�
� =   داریم:  �2

b� =  
2

�
� �(�) sin ��0�  ��

� 2⁄

�� 2⁄

 

=  
2

�
�� sin(��0�)

0

�� 2⁄

�� + � sin(��0�)
� 2⁄

0

���      

=  
2

�
�

1

��0
cos ��0� �

0
T 2⁄ + 

1

��0
cos ��0� �

T 2⁄
0

�  

=  
2

��0�
{[1 cos( ��)] + [cos(��) 1]} 

=
2

��
[1 cos ��] 

cosچون  �� = ( 1)�  

�� = �
� زوج                   ,0

4

��
�  فرد             ,

 

  در نتیجه: 

�(�) =  
4

�
�

1

�
sin(��0�)

�

فرد��

               

=  
4

�
�sin(�0�) +

1

3
sin(3�0�) + � 

  که به صورت زیر بیان شده است را بیابید. (t)�سري فوریه تابع: 8,1مثال

                                                                       �(�) = �
0, � < � < 0

1

�
�, 0 < � < �

  



 

(t)�که در آن  = �(� +   ) نیز نمایش داده شده است.2- 1و در شکل( (�

  

  

  

  

  

  

  3-1شکل

�راگ حل: = �0و �2 =
2�

�
=   ) داریم9-1باشد از رابطه ( 1

�� =
1

π
� �(t) cos(nt)

�

��

dt      

=  
1

π
�

1

π
t cos(nt)

�

0

dt 

=  
1

π2
 �

t

n
sin(nt) �

π
0

1

n
� sin(nt)

�

0

dt�       

=  
1

n2π2 �cos(nt) �
π
0

�       

=  
1

n2π2
 (cos nπ 1) =  

1

n2π2
 [( 1)� 1]            

  بنابرین:

a� = �
�زوج           ,0

2

n2π2
�فرد     ,

 

  ) داریم،10-1از رابطه (

�� =
1

π
� f(t) sin(nt)

�

��

dt      

=  
1

π
�

1

π
t sin(nt)

�

0

dt 

=  
1

π2
 �

t

n
cos(nt) �

π
0

1

n
� cos(nt)

�

0

dt�     

=  
1

nπ
cos(nπ) =

1

nπ
( 1)�          

  ) داریم،  11-1از رابطه (

1

2
a0 =  

1

2π
� �(�)

�

��

dt =
1

2π
�

1

π
t

�

0

dt =  
1

4
 

  در نتیجه:



 

�(�) =  
1

4

2

�2
�

1

�2
cos ��

�

�فرد

1

�
�

( 1)�

�
sin ��

�

��1

            

=  
1

4

2

π2
�cos t +

1

9
cos 3t +

1

25
cos 5t + � 

1

π
� sin � +

1

2
sin 2�

1

3
sin 3� + �   

 تقریب توسط سري فوریه متناهی (کران دار)  1-5

  الف. مقدار میانگین مربع اي خطا

  اگر 

)1-15                         (      S�(t) =  
�0

2
+ ∑ (�� cos ��0� + �� sin ��0�)�

��1                        

�در بازه ي  (t)�جمله سري فوریه تابع  )2k+1(که جمع روي اولین 
��

2
,

�

2
  است. �

  پس 

)1-16                        (�(t) =  
�0

2
+ ∑ (a� cos nω0t + b� sin nω0t)�

��1 + ε�(�)        

 )1-17                                                    (ε�(�) = �(�) ��(�)                    

نمایش داده  می شود به صورت  ��و تقریب آن است،پس مقدار میانگین مربع اي خطا که با  (t)� اختلاف یا خطاي بین (�)�εبطوریکه 

  زیر تعریف :

)1-18                                   (E� =
1

�
∫ [ε�(t)]2

�

2
��

2

�� =
1

�
∫ [�(�) ��(�)]2

�

2
��

2

��            

  به صورت زیر تعریف می شود. �Eو نیز 

)1-19                                     (E� =
1

�
∫ [�(t)]2

�

2
��

2

��
�0

2

1

2
∑ �a�

2 + b�
2��

��1       

تقریب بزنیم، آنگاه نشان دهید که این تقریب مقدار احتمال میانگین  ��را با سري فوریه متناهی  (t)�اگر بتوانیم یک تابع مثل  :9,1مثال

  مربع اي خطا را خواهد داشت.

  ) 18-1) در رابطه (15- 1با جایگزینی رابطه ( حل:

)1-20                   (E� =
1

�
∫ ��(�)

�0

2
∑ (�� cos ��0� + �� sin ��0�)�

��1 �
2�

2
��

2

��      

، �0، مشتقات جزئی آن نسبت به  �Eاست. پس براي داشتن کمترین مقدار میانگین مربعی خطا  �bو  ��، �0تابع اي از  �Eفرض کنیم که

  باید صفر باشد. �bو  ��

 .
���

���
= 0                          n = 1,2, …              ،

���

���
= 0           ،

���

��0
= 0  

  با جابجایی ترتیب مشتق گیري و انتگرال گیري داریم، 



 

)1-21                       (          
���

��0
=

�1

�
∫ ��(�)

�0

2
∑ (�� cos ��0� + �� sin ��0�)�

��1 �
� 2⁄

�� 2⁄
��       

)1-22              (
���

���
=

�2

�
∫ ��(�)

�0

2
∑ (�� cos ��0� + �� sin ��0�)�

��1 �
� 2⁄

�� 2⁄
cos(��0�) ��     

)1-23              (
���

���
=

�2

�
∫ ��(�)

�0

2
∑ (�� cos ��0� + �� sin ��0�)�

��1 �
� 2⁄

�� 2⁄
sin(��0�) ��    

)به صورت زیر خلاصه می 23-1)تا(21-1)،انتگرال هاي روابط (11- 1)تا (9- 1) و در نظر گرفتن روابط (8-1با استفاده از خواص تعامدي (

  شود.

∂E�

∂a0
=

�0

2

1

T
� f(t)

� 2⁄

�� 2⁄

dt = 0 

∂E�

∂a�
=

�0

2

2

T
� f(t) cos(nω0t)

� 2⁄

�� 2⁄

dt = 0 

∂E�

∂b�
=

�0

2

2

T
� f(t) sin(nω0t)

� 2⁄

�� 2⁄

dt = 0 

  را تحقیق کنید. )19-1( درستی رابطه :10,1مثال

  داریم،   )18-1از رابطه ( حل:

 E� =
1

�
� [�(�) ��(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

��                     

=
1

�
� {[�(�)]2 2�(�)��(�) + [��(�)]2}

� 2⁄

�� 2⁄

��   

 )1-24              (                             =
1

�
∫ [�(�)]2� 2⁄

�� 2⁄
��

2

�
∫ �(�)��(�)

� 2⁄

�� 2⁄
�� +

1

�
∫ [��(�)]2� 2⁄

�� 2⁄
��     

  حال

2

T
� �(t)S�(t)

� 2⁄

�� 2⁄

dt =
2

T

�0

2
� �(t)

� 2⁄

�� 2⁄

dt  + 
2

T
� a�

�

��1

� �(t) cos(nω0t)
� 2⁄

�� 2⁄

dt 

+
2

T
� b�

�

��1

� �(t) sin(nω0t)
� 2⁄

�� 2⁄

dt 

  )،10-1( و )9-1بادر نظر  گرفتن روابط (

)1-25                                          (
2

�
∫ �(�)S�(t)

� 2⁄

�� 2⁄
dt =

�0
2

2
+ ∑ �a�

2 + b�
2��

��1      

  )،8-1با استفاده از روابط تعامدي(

2

T
� [S�(t)]2

� 2⁄

� 2⁄

dt =
1

T
� �

�0

2
+ �(�� cos ��0� + �� sin ��0�)

�

��1

�

2
� 2⁄

�� 2⁄

�� 

)1-26                                  (        =
�0

2

4
+

1

2
∑ �a�

2 + b�
2��

��1         

  ) داریم،24- 1)در رابطه (26-1( و )25- 1با جایگذاري رابطه (



 

E� =
1

T
� [�(t)]2

� 2⁄

�� 2⁄

dt
�0

2
��a�

2 + b�
2�

�

��1

+ 
�0

2

4
+

1

2
��a�

2 + b�
2�

�

��1

    

=
1

T
� ��(t)�

2
T 2⁄

�T 2⁄

dt
�0

2

4

1

2
��a�

2 + b�
2�

�

��1

 

  ب. اتحاد پارسوال

  باشد، پس  Tبا دوره ي تناوبی (t)� ضرایب بسط فوریه تابع متناوب�bو  ��، �0اگر

)1-27                                    (
1

�
∫ [�(t)]2� 2⁄

�� 2⁄
dt =

�0
2

4
+

1

2
∑ �a�

2 + b�
2��

��1     

  که در رابطه بالا به عنوان اتحاد پارسوال شناخته می شود.

  داریم: )19-1( رابطهکه عبارتی غیر منفی (مثبت) می باشد و از  �E مقدار میانگین مربعی خطاي )18-1از تعریف رابطه ( :11,1مثال

)1-28                                             (E��1 = E�
1

2
�a��1

2 + b��1
2�      

  )،17-1فقط شامل جملاتی غیر منفی و غیر افزایشی می باشد، همچنین این دنباله همگرا است. از رابطه( {�E}بنابرین، دنباله 

lim
�→�

ε�(�) = �(�) lim
�→�

S�(�) = 0 

  ینابنابر

lim
�→�

E� = 0 

  داریم،    )19-1( رابطهدر نتیجه از 

1

T
� ��(t)�

2
T 2⁄

�T 2⁄

dt =
�0

2

4
+

1

2
��a�

2 + b�
2�

�

��1

 

(t)� اگر به صورت(t)� تابع . 1 = �(� +   دوره ي تناوب آن گویند.Tتعریف شود، تابع متناوب نام دارد و به کمترین مقدار (�

  را می توان توسط سري فوریه مثلثاتی نمایش داد(t)� تابع تناوبی .2

�(t) =
1

2
�0 + �(�� cos ��0�

�

��1

+ �� sin ��0�) 

  یا   

�(�) = �0 + � �� cos(��0� ��

�

��1

) 

�0در حالی که =
2�

�
  است.

  ضرایب سري فوریه با استفاده از خواص تعامدي سینوس و کسینوس در دوره ي تناوب شان پیدا می شوند. .3

�
a�

b�
� =

2

�
� �(�) �

cos ��0�
sin ��0��

� 2⁄

�� 2⁄

�� 

�� = tan�1 �
��

��
�                 ،�� = √a2 + b2              ،�0 =

1

2
a0  

 خلاصھ



 

در این  (t)��و (t)��زمانی متعامد نامیده می شود که براي دو تابع a<t<bدر بازه ي {(t)��}مجموعه اي از توابع .4

  مجموعه رابطه 

� ��(t)��(t)
�

�

dt = �
0         m ≠ n
r�     m = n  

sinبرقرار باشد. توابع(...، ��0�،...،sin 2�0�،sin �0�،...،cos ��0�..،cos 2�0�،cos ) در بازه ي �0�،1
�

2
< � <

�

2
مجموعه اي از  

  توابع متعامد هستند. 

  باشد،این تقریب کمترین مقدار میانگین مربعی خطا را خواهد داشت. S�(t)تقریبی از سري فوریه متناهی(t)� اگر .5

  افزایش معلومات

  ؟که........شما میتوانید توضیح دهید حال 

  تابع تناوبی چیست و چگونه دوره تناوب آن را می توان تشخیص داد. �

  خواص تعامدي توابع سینوسی و کسینوس در دوره ي تناوب شان چیست. �

  در دوره ي تناوبش است.  (t)� برابر مقدار میانگین(t)� چرا ضریب ثابت بسط سري فوریه �

ز به انتگرال گیري در بودن حول نقطه محاسبه ضرایب سري فوریه ندارد و چرا تنها نیاچرا بازه انتگرال گیري احتیاجی به متقارن  �

  است. یدوره تناوب

  

  مسائل حل شده

  توابع متناوب 

(�)�دوره ي تناوبی تابع   :1,1مسئله = (10 cos   را حساب کنید. 2(�

cos2با استفاده از اتحاد مثلثاتی حل:     θ =
1

2
(1 + cos   می توان نوشت (�2

�(�) = (10 cos �)2 = 100 cos2 � = 100
1

2
(1 + cos 2�) = 50 + 50 cos 2� 

cosپس دوره ي تناوب است، T هر مقداري از  T از آنجایی که ضریب ثابت براي تابع تناوبی با دوره ي تناوبی می باشد در نتیجه π برابر�2

  خواهد بود.π برابر(t)� دوره ي تناوب

(�)�آیا تابع :2,1مسئله  = cos 10� + cos(10 +   متناوب است.یک تابع �(�

�1در این مسئله حل:   = �1و  10 = 10 + π،بنابرین  است
�1

�2
=

10

10��
که این مقدار یک عدد گویا نمی باشد در نتیجه نمی توان یک  

(t)� )1- 1پیدا کرد که در رابطه ( Tمقدار = �(� +   یک تابع متناوب نمی باشد.(t)� بنابرین صدق کند،(�

(t)�دوره ي و فرکانس زاویه اي اصلی تابع  :3,1مسئله = |sin �1t| را بیابید در حالی کهω1 =
2�

�1
دوره ي تناوبی  �1و  

sinتابع �1t.می باشند  

sin حل: �1t  و|sin �1t| ) ب) رسم شده اند.  پس می توان مشاهده کرد که دوره ي تناوب 4-1الف)و (4- 1به ترتیب در شکل

�(t) = |sin �1t|  برابر
�1

2
است و فرکانس زاویه اي اصلی آن نیز برابر   

2�

�1 2⁄
=

4�

�1
= 2ω1  .می باشد  

   



 

  

     

                         

  (الف)       (ب)                                                                             

     4-1شکل

(t)�اگر داشته باشیم : 4,1مسئله = �(� + (t)�و  (� = ∫ f(τ)
�

0
dτ

1

2
a0� �0، در حالی که = �2

�� � ∫ �(�)
� 2⁄

�� 2⁄
�� 

(t)�است.نشان دهید که  = �(� + �).  

  آنجایی که زا حل:

�(t) = � f(τ)
�

0

dτ
1

2
a0� 

  است پس،

�(� + �) = � f(τ)
���

0

dτ
1

2
a0(t + T) = � f(τ)

�

0

dτ + � f(τ)
���

�

dτ
1

2
a0�

1

2
�0� 

  ، داریم )4- 1و  ( )3-1رابطه (با توجه به 

� �(�)
�

0

��= � �(�)
� 2⁄

�� 2⁄

��=
1

2
�0� 

� �(�)
���

�

��= � �(�)
�

0

�� 

  بنابرین،

�(� + �) =
1

2
�0� + � f(τ)

�

0

dτ
1

2
a0�

1

2
�0� 

= � �(τ)
�

0

dτ
1

2
a0� = �(�) 

(t)�اگر داشته باشیم   :5,1مسئله = �(� + (�)�و  (� = ∫ �(�)
�

0
  ، نشان دهید که   ��

�(t) = �(� + �) 

∫اگر  f(t)
� 2⁄

�� 2⁄
dt =   باشد. 0

(�)�چون   حل: = ∫ �(�)
�

0
�� ،  

�(� + �) = � �(�)
���

0

��= � �(�)
�

0

��+ � �(�)
���

�

�� 

  )،4-1) و (3-1از روابط (

� �(�)
�

0

��= � �(�)
� 2⁄

�� 2⁄

��= � �(�)
� 2⁄

�� 2⁄

��                             � �(�)
���

�

�� = � �(�)
�

0

�� 

  بنابرین، 



 

�(� + �) = � �(�)
T 2⁄

�T 2⁄

�� + � �(�)
�

0

�� 

�)�  و + �) = ∫اگر (�)� f(t)
� 2⁄

�� 2⁄
dt =   باشد. 0

  توابع متعامد

∫درستی رابطه  :6,1مسئله sin(��0�) cos(��0�)
� 2⁄

�� 2⁄
dt =   ه) را بررسی کنید.8- 1رابطه( nو mبراي تمام مقادیر 0

sinبا استفاده از اتحاد مثلثاتی  حل: � cos � =
1

2
[sin(� + �) + sin(�   می توان نوشت، [(�

� sin(��0�) cos(��0�)
� 2⁄

�� 2⁄

dt =
1

2
� {sin[(� + �)�0�] cos[(� �)�0�]}

� 2⁄

�� 2⁄

dt 

=
1

2

�1

(���)�0
cos[(� + �)�0�] �

T 2⁄

T 2⁄
+

1

2

�1

(���)�0
cos[(� �)�0�] �

T 2⁄

T 2⁄
   

= 0                                   � ≠ �                                     

�اگر = � ≠ sinباشد،بااستفاده از اتحاد مثلثاتی 0 2� = 2 sin � cos   نیز میتوان نوشت �

� sin(��0�) cos(��0�)
� 2⁄

�� 2⁄

dt = � sin(��0�) cos(��0�)
� 2⁄

�� 2⁄

dt                      

= � sin(2��0�)
� 2⁄

�� 2⁄

dt     

=
1

4��0
cos(2��0�) �

T 2⁄
T 2⁄

       

= 0                    

mقطعا براي = n =   ، مقدار انتگرال برابر صفر است.0

,a)یک تابع متعامد در مجموعه بازه ،..,n=1،2 ازاءبه  ؛{(�)��}مجموعه اي از توابع حقیقی نامحدود،: 7,1مسئله b)  نامیده می شود اگر در

∫ رابطه تعامدي ��(�)��(�)
�

�
dt =    به شکل زیر تعریف می شود، رککرو نوبه عنوان دلتاي  ���صدق کند؛ در حالی که ���

��� = �
1,                 � = �
0,                 m ≠ n

  

,a)یک تابع که در بازه  نعنوا به (�)� گرفتن ردر نظبا   b)  را می توان به شکل زیر   (�)�تعریف شده است و با فرض اینکه  

�(�) = �1�1(�) + �2�2(�) + + ����(�) + = � ����(�)
�

��1
   

,a)که آن نیز در بازه ي   b) .ضرایب ثابت هستند، ��تعریف شده است نمایش داد  

�� = ∫ �(�)��(�)
�

�
��   

,a)گیري در بازه  لانتگراو  (�)��در  (�)�با ضرب حل:  b) ،داریم  

� �(�)��(�)
�

�

dt = � �� ����(�)

�

��1

�
�

�

��(�) �� 

= � ��

�

��1

� ��(�)��(�)
�

�

��            

= � �����

�

�

= ��          

  داریم:                 n به mبا تعویض



 

�� = � �(�)��(�)
�

�

��             

  محاسبه ي ضرایب فوریه

  )رسم شده است را بیابید.5- 1سري فوریه تابع موجی شکل که در شکل ( :8,1مسئله

  

  

  

  

  

   5-1شکل

     (�)� با نوشتن معادله تحلیلی تابع حل:

f(t) = �
1 +

4�

�
,

�

2
≤ � < 0

1
4�

�
, 0 ≤ t <

�

2

 

  در دوره ي تناوبش برابر صفر است، (�)�و از آنجایی که مقدار میانگین تابع 

1

2
a0 =  

1

T
� f(t)

� 2⁄

�� 2⁄

dt = 0 

  )،9- 1رابطه(و از 

�� =  
2

T
� f(t) cos(nω0t ) dt

� 2⁄

� 2⁄

 

=
2

�
� cos(nω0t )

� 2⁄

�� 2⁄

�� +
2

�
�

4

�
� cos(nω0t )

0

�� 2⁄

�� +
2

�
�

4

�
� cos(nω0t )

� 2⁄

0

�� 

  اولین انتگرال سمت راست تساوي، برابر صفر می باشد.

�با در نظر گرفتن =   در دومین امتگرال داریم: �

�� =
8

�2
� ( �) cos[nω0( �)]

0

� 2⁄

( ��)
8

�2
� � cos(nω0�)

� 2⁄

0

�� 

=
8

�2
� �cos(nω0�)

0

� 2⁄

��
8

�2
� � cos(nω0�)

� 2⁄

0

�� 

=
8

�2
� �cos(nω0�)

� 2⁄

0

��
8

�2
� � cos(nω0�)

� 2⁄

0

��          



 

=
16

�2
� � cos(nω0�)

� 2⁄

0

�� 

  داریم، ءبه جزء حال با انتگرال گیري جز

� � cos(nω0�)
� 2⁄

0

�� =
1

nω0
� sin(nω0�) �

T 2⁄
0

1

nω0
� sin(nω0�)

� 2⁄

0

�� 

=
1

(nω0)2
cos(nω0�) �

T 2⁄
0

 

=
1

(� 2� �⁄ )2
(cos �� 1) 

  ین،ابنابر

�� =
16

�2

1

(�2�/�)2
(cos �� 1) 

=
1

�2�2
(1 cos ��)             

(��)cosچون  = (   است؛ �(1

�� = �
0      , nزوج 

8

�2�2
, nفرد

 

  داریم، )10-1( به طور مشابه از رابطه

�� =  
2

T
� f(t) sin(nω0t ) dt 

� 2⁄

�� 2⁄

                       

=
2

�
� sin(nω0t )

� 2⁄

�� 2⁄

�� +
2

�
�

4

�
� sin(nω0t )

0

�� 2⁄

�� +
2

�
�

4

�
� sin(nω0t )

� 2⁄

0

�� 

=
8

�2
� ( �) sin[nω0( �)]

0

� 2⁄

( ��)
8

�2
� � sin(nω0�)

� 2⁄

0

��       

=
8

�2
� � sin(nω0�)

� 2⁄

0

��
8

�2
� � sin(nω0�)

� 2⁄

0

��                        

                                                                                                                = 0          

  بنابرین،

�(�) =
8

�2
�cos �0� +

1

32 cos 3�0� +
1

52 cos 5�0�� 

  که به صورت(�)� سري فوریه تابع :9,1مسئله

�(�) = �
0,             

�

2
< � < 0

A sin �0� , 0 < t <
�

2

 



 

�)�  و + �) = f(�) ،�0 = 2�
  ) نمایش داده شده است را بیابید.6-1( می باشد و نیز در شکل ��

  

  

  

  

   6-1شکل

Tزمانی که  حل: 2⁄ < � < (�)�باشد  0 =   ) داریم،9-1( و )14-1است. از رابطه ( 0

�0 =  
2

T
� A sin(�0�) ��

� 2⁄

0

=
2�

��0

( cos �0�) �
T 2⁄

0
 

=
�

�
(1 cos �)            

=
2�

�
  

�� =
2

�
� � sin(�0�)

� 2⁄

0

cos(��0�) ��             

=
�

�
� {sin[(1 + �)�0�] + sin[(1 �)�0�]}

� 2⁄

0

��             

�زمانی که  =   باشد، 1

�1 =
�

�
� � sin(2�0�)

� 2⁄

0

�� =
�

4�
�

1

2�0
cos 2�0�� =

�

4�
[1 cos 2�] 

=
�

4�
(1 1) 

= 0   
�زمانی که  = 2,3,  باشد، ..

�� =
�

�
�

cos[(1 + �)�0�]

(1 + �)�0

cos[(1 �)�0�]

(1 �)�0
� �

T 2⁄
0

 

=
�

2�
�

1 cos[(1 + �)�]

(1 + �)
+

1 + cos[(1 �)�]

(1 �)
� 

= �
0                                , فرد          �

�

2�
�

2

��1
+

2

1��
�       , زوج         �

                            

  داریم )10-1به طور مشابه، از رابطه (

�� =
2

�
� � sin(�0�)

� 2⁄

0

sin(��0�) ��                      



 

=
�

�
� {cos[(1 �)�0�] cos[(1 + �)�0�]}

� 2⁄

0

�� 

�زمانی که  =   باشد، 1

�� =
�

�
�

sin[(1 �)�0�]

(1 �)�0

sin[(1 + �)�0�]

(1 + �)�0
� �

T 2⁄
0

         

=
�

2�
�

sin[(1 �)�] sin 0

(1 �)

sin[(1 + �)�] sin 0

(1 + �)
� 

= 0          

  در نتیجه،

�(�) =
�

�
+

�

2
sin �0�

2�

�
(

1

(1)(3)
cos �0� +

1

(3)(5)
cos 4�0� + ) 

(�)�فوریه  يبسط سر: 10,1مسئله  = sin5   را بیابید. �

  ، باید از اتحاد زیر نیز استفاده کنیم،9,1علاوه بر راه حل مسئله حل: 

�±��� = cos �� ± � sin ��   

cos �� =
���� + �����

2
            

sin �� =
���� �����

2�
           

  خواهیم داشت،

sin5 � = (
����������

2�
)5 =

1

32�
���5� 5��3� 10���� 5���3� ���5��       

=
5

8
sin �

5

16
sin 3� +

1

16
sin 5�         

  در این جا سري فوریه فقط شامل سه جمله می باشد.

  تقریب زدن توسط سري فوریه متناهی

  که به صورت  (�)�تقریب تابع : 11,1مسئله 

�(�) = �
1     , π < t < 0

1       ,          0 < t < π
 

  اول را بیابید. همچنین میانگین مربعی خطا را در این تقریب محاسبه کنید. سري فوریه متناهی با سه جمله است،

�و با در نظر گرفتن  7,1با استفاده از نتیجه مثال حل:  = 2�  ،�0 =
2�

�
=   به صورت زیر است.(�)� سه جمله سري فوریه تابع .1

�5(�) =
4

�
�sin � +

1

3
sin 3� +

1

5
sin 5�� 

  برابر است با: �5) میانگین مربعی خطا 19-1حال، با توجه به رابطه (



 

�5 =
1

2�
� [�(�)]2

�

��

��
1

2
(
16

�2
)(1 +

1

32 +
1

52) 

= 1
8

�2
�1 +

1

9
+

1

25
� = 0.067               

  درستی نامساوي زیر را که به عنوان (( نامساوي بسل )) شناخته می شود را بررسی کنید.: 12,1مسئله 

2

�
� [�(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

�� ≥
�0

2

2
+ �(��

2 + ��
2 )

�

��1

 

  )18-1از تعریف رابطه (حل: 

�� =
1

2�
� [�(�) ��(�)]2

�

��

�� ≥ 0 

  ) می توان استنباط کرد که:19-1و از رابطه (

2

�
� [�(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

�� ≥
�0

2

2
+ �(��

2 + ��
2 )

�

��1

 

  باشند، نشان دهیدکه:  (�)�دنباله ضرایب فوریه تابع  {��}و  {��}اگر : 13,1مسئله 

lim�→� �� = lim�→� �� = 0   

  ) داریم،12-1از نتیجه مسئله (حل: 

�0
2

2
+ �(��

2 + ��
2 )

�

��1

≤
2

�
� [�(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

�� 

  چون سري سمت چپ معادله همگرا است. پس ضرورت دارد که

lim�→�(��
2 + ��

2 ) = 0   

  دارد بر: تدلالکه این 

lim�→� �� = lim�→� �� = 0   

 

 

  با ضرب: 14,1مسئله 

�(�) =
1

2
�0 + � (cos ��0� + �� sin ��0�)

�

��1
 

  ، و با انتگرال گیري جزء به جزء نشان دهید که(�)�در 

1

�
� [�(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

�� =
�0

2

4
+ � (��

2 + ��
2 )

�

��1
 

  )بینیدرا به  11- 1(نکته: اثبات اتحاد پارسوال در مسئله 

  ) 10-1) و (9-1با استفاده از روابط (حل: 

1

�
� [�(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

�� =
�0

2
� �(�)

� 2⁄

� 2⁄

�� + � �� � �(�) cos(��0�)
� 2⁄

�� 2⁄

��
�

��1
 



 

+ � �� � �(�) sin(��0�)
� 2⁄

�� 2⁄

��
�

��1
 

=
1

4
�0

2� +
�

2
�� (��

2 + ��
2 )

�

��1
�        

  ین،ابنابر

1

�
� [�(�)]2

� 2⁄

�� 2⁄

�� =
1

4
�0

2 + � (��
2 + ��

2 )
�

��1
 

}باشد با رجوع به مجموعه متعامد  (�)�ضرایب فوریه  ��اگر : 15,1مسئله    ، نشان دهید که{(�)�
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�
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�� = � ��
2

�

��1
 

  ،داریم 7- 1از مسئله حل: 

�(�) = � ��

�

��1
�(�) 

  به صورت زیر نوشت، که می توان

�(�) = � ��

�

��1
�(�) 

  بنابرین،
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  ) اثبات کنید که:27- 1با استفاده از اتحاد پارسوال (: 16,1مسئله 

�
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(2� 1)2

�

��1
=

�2
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  ) که داده شده است27-1اتحاد پارسوال (حل: 
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��1
 

  خواهیم داشت        7,1از مثال  حال،

�(�) =
4

�
�

1

�
sin ��0�

�

فرد��
 

  با دوباره نویسی رابطه داریم،

�(�) = �
4

�(2� 1)

�

��1
sin(2� 1)�0� 

  حال 



 

1

�
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�� =
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�
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�� 2⁄

= 1 

  بنابرین؛

1 =
1

2
�
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��1
=
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  و

�
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(2� 1)2

�

��1
=

�2
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  دوباره بدست آورید. 8,1مسئلهرا با بکار گیري بسط سري فوریه  16,1جواب مسئله: 17,1مسئله

  داریم، 8,1از مسئله  حل:

�(�) =
8

�2
�cos �0� +

1

32 cos 3�0� +
1

52 cos 5�0�� 

=
8

�2
�

1

(2� 1)2

�

��1
cos(2� 1)�0� 

�با در نظر گرفتن  = (0)�و 0 =   داریم؛1

1 =
8

�2
�

1

(2� 1)2

�

��1
 

  پس،

�
1

(2� 1)2

�

��1
=

8

�2
 

  مسائل تکمیلی

  دوره ي تناوب توابع زیر را بیابید: :18,1مسئله

cos الف) cos ب)،    �� ��sin�2 ،  ج)  ��2
�� sin د)،    � � + sin��

3� � + sin��
5� sin| و)،    � �0�|.  

  پاسخ:

�2 الف)
� و)،    30π د)،    k ج)،    1 ب)،    ��

�0�      

�براي  (��)� هکدهید نشان  باشد، Tیک تابع متناوب با دوره ي تناوبی(�)� اگر :19,1مسئله ≠ T تناوبی با دوره یک تابع متناوب 0 �⁄ 

  است.

(�)�را که به صورت (�)� سري فوریه تابع :20,1مسئله = πبراي  1 < � < (�)�و  � = 0براي  0 < � < وهمچنین  �

�(� + 2�) =   )7- 1تعریف می شود را بیابید. (شکل (�)�

 

 

  

  

  



 

 پاسخ:
1

2

2

�
∑

���(2��1)�

2��1
�
��1          

  7- 1شکل                                                            

(�)� که به صورت(�)� سري فوریه تابع: 21,1مسئله = )در بازه ي � �, (�)�و  (� =  �(�) + تعریف می شود را حساب کنید.  �2

  ) 8-1(شکل

  

  

  

  

2   پاسخ: ∑
(�1)��1

�
sin ���

��1  

  

              8-1شکل                                                                                                             

(�)� که به صورت(�)� سري فوریه تابع :22,1مسئله = )در بازه ي  �2 �, (�)�و (� =  �(� + تعریف می شود را حساب (�2

  )9-1کنید.(شکل

  

  

  

  

 پاسخ:
1

3
�2 + 4 ∑

1

1�4�2 cos ���
��1         

     

       9-1شکل                                                                                                        

(�)�سري فوریه تابع  :23,1مسئله = |� sin   )10-1را حساب کنید.(شکل  |��0

  

  

  

 پاسخ:
2�

�
+

4�

�
∑

1

1�4�2 cos(2��0�)�
��1   

         

     10-1شکل                                                                                                       



 

(�)�بسط سري فوریه تابع : 24,1مسئله = sin2 � cos3   را بنویسید. �

 پاسخ:
1

16
(2 cos � cos 3� cos 5�)        

(�)�بسط سري فوریه تابع  :25,1مسئله = �� ��� � cos(� sin �    هر گاه  ��تذکر: از سري توانی[را حساب کنید.(� = ���� 

   ]استفاده کنید

1 پاسخ: + ∑
��

�!
cos ���

��1     

(�)� تقریب تابع  :26,1مسئله = )در بازه ي �  �, را براي سري فوریه متناهی که شامل چنج جمله ي اول آن است را پیدا کنید و  (�

  همچنین مقدار میانگین مربعی خطا را براي این تقریب محاسبه کنید.

2  پاسخ: ∑ �
(�1)��1

�
sin ���5

��1                ،�5 = 0.363          

  ) نشان دهید،7,1با استفاده از سري فوریه مثال( :27,1مسئله

�

4
= 1

1

3
+

1

5

1

7
+  

�را برابر  tمقدار 7,1تذکر: در نتیجه ي مثال [ = �
   ] قرار دهید �4

  اثبات کنید،: 28,1مسئله
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16
+ =

�2

6
 

�را برابر  tمقدار 22,1تذکر: در نتیجه مسئله [ =    ]در نظر بگیرید  �

∑ عمقدار جم :29,1مسئله �1 (2� 1)2� ��
 ].را برابر صفر در نظر بگیرید tمقدار  8,1در نتیجه مسئله :تذکر [را حساب کنید.  ��1

�2 پاسخ:

8�    

  بترتیب  ��،  �∝و  ��،  ��باشند و همچنین  Tتوابع تکه اي پیوسته با دوره ي تناوبی  (�)�و  (�)�اگر : 30,1مسئله

  باشند نشان دهید (�)�و  (�)�ضرایب فوریه توابع 
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��1

 

(�)��را توسط  7,1در مسئله (�)�اگر تابع  :31,1مسئله = ∑ ����(�)�
  تقریب بزنیم، نشان دهید که میانگین  ��1

�1مربعی خطا 
(� �)� � ∫ [�(�) ��(�)]2�

�
�� بود. مقداري کمینه خواهد   


